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We continue our study of twisted orbital integrals on real reductive groups. In this
paper, we obtain an inversion formula, in the spirit of Bouaziz’ formula for the non-
twisted case. The distributions given by twisted orbital integrals are decomposed in
terms of twisted characters of tempered representations.  1997 Academic Press
1. INTRODUCTION
Les inte grales orbitales tordues interviennent naturellement dans
plusieurs proble mes lie s a l’e tude des formes automorphes. Nous con-
tinuons ici l’e tude entreprise dans [R] de ces objets sur les groupes de Lie
re ductifs re els. Soit G
%
un tel groupe que l’on prend connexe et % un
automorphisme de G
%
d’ordre fini. Les inte grales orbitales tordues sont
de finies de la fac on suivante: soient f # Cc (G%) l’espace des fonctions
inde finiment diffe rentiables a support compact) et x # G
%
ge ne rique. Notons
H=[ g # G
%
, gx%( g&1)=x] et posons:
J %G
%




f ( gx%( g&1)) dg*
ou h=Lie(H) et dg* est une mesure invariante sur G
%
H : c’est l’inte grale
orbitale tordue de f en x.
Pour x # G
%
fixe , f [ J %G
%
( f )(x) de finit une distribution sur G
%
invariante
par la conjugaison tordue ( g, x) [ gx%( g&1) de G
%
sur lui-me^me. Un
proble me naturel est la de composition d’une telle distribution en distribu-
tions invariantes (pour la conjugaison tordue), propres pour l’action
naturelle du centre de l’alge bre enveloppante de la complexifie e de l’alge bre
de Lie de G. Typiquement, ces distributions sont des caracte res tordus de
repre sentations tempe re es irre ductibles %-stables, ou, lorsque le parame tre
n’est pas re gulier, des combinaisons line aires de tels caracte res tordus. Ces
distributions ont e te construites dans [R] ou l’on a donne certaines de
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Donnons maintenant un peu plus de de tails. Il sera plus commode pour
nous de travailler dans le cadre plus ge ne ral suivant: nous conside rerons les
groupes G ayant un nombre fini de composantes connexes, une alge bre de
Lie re ductive g et tels que le centre du groupe de rive de G
%
soit fini. Nous
fixons un sous-groupe ouvert G> de G, dans la classe de HarishChandra, et
une composante connexe G
*
de G. Soit G
*
t
le sature de G
*
sous l’action de
G>. Nous allons e tudier l’action de G> sur G
*
t
. Nous retrouvons l’action
tordue d’un groupe G
%
sur lui-me^me comme suit: on pose G%=(%) _ G% ou(%) est le sous-groupe des automorphismes de G
%
engendre par %. On a:
(1, g)(%, x)(1, g&1)=(%, gx%( g&1)).
E tudier l’action tordue de G
%
sur lui-me^me revient donc a e tudier l’action
de G
%
sur la composante connexe (%, G
%
) de G% . L’espace des distributions
sur G
%
invariantes par l’action tordue, que l’on note Distr(G
%
)% est
isomorphe a Distr((%, G
%
))G b, l’espace des distributions sur (%, G
%
)
invariantes sous l’action de G
%
.
Soit x un e le ment re gulier de G
*
t
. Notons a le centralisateur de x dans
g. Contrairement aux groupes de la classe de Harish-Chandra, a n’est pas
une sous-alge bre de Cartan de g, mais une sous-alge bre abe lienne com-
pose e semi-simples. Nous de finissons un sous-espace de Cartan de G
*
t
comme e tant une partie de la forme A=x exp a, ou x est re gulier dans G
*
t
et a=gx. Il n’y a qu’un nombre fini de classes de conjugaison sous G> de
sous-espaces de Cartan de G
*
t
. Ces objets jouent le ro^le des sous-groupes
de Cartan dans la the orie de HarishChandra. En effet, ils sont transverses
aux orbites, et un e le ment re gulier de G
*
t
est dans un et un seul d’entre eux
(pour tout ceci voir [R]).
Pour f # C c (G*
t
), l’espace des fonctions inde finiment diffe rentiables a
support compact sur G
*
t
nous de finissons l’inte grale orbitale de f en x par
JG>( f )(x)=|det(Id&Ad x&1)g a | 12 |
G>Z(G>, x exp a)
f ( gxg&1) dg*
ou Z(G>, x exp a) est le centralisateur dans G> de x exp a et dg* est une
mesure invariante sur le quotient G>Z(G>, x exp a). Le lien avec les
inte grales orbitales tordues (G=G% , G>=G%) est donne , pour x # G%
ge ne rique, par
J %G
%
( f )(x)=JGb( f )((%, x))
ou f # Cc ((%, G%)) est de finie par f
 ((%, x))=f (x).
Nous avons introduit dans [R] l’espace I(G
*
t
) des inte grales orbitales
des fonctions de C c (G*
t
) et nous l’avons muni d’une topologie d’espace LF
(limite inductive d’espaces de Fre chet).
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En nous inspirant des travaux de A. Bouaziz ([B4]) nous cherchons a
obtenir une formule d’inversion des inte grales orbitales qui prendra la
forme suivante:
JG>( f )(x)= :
[A]
1
|W(G>, A)| |A ua0 3h*, P( f ) 9h*, P(x) dh*. (V)
Explicitons les objets apparaissant dans cette formule:
 la notation [A] exprime le fait que la somme est prise sur un
syste me de repre sentants des classes de conjugaison sous G> de sous-
espaces de Cartan de G
*
,
 soit A un sous-espace de Cartan de G
*
t
et soit P un syste me de
racines imaginaires positives de 2(gC , aC) (les syste mes de racines sont ici
en ge ne ral non re duits). Soit A l’ensemble des fonctions h* de A dans C_
telles qu’il existe & # a*C de sorte que pour tout a # A, pour tout X # a on ait
h*(a exp X )=h*(a) e&(X). Le parame tre h* est un e le ment de A . L’espace
A a0u est un sous-ensemble de A de pendant du choix d’un e le ment a0 de A.
Ce choix e tant fait, l’ensemble A a0u est naturellement isomorphe au groupe
des caracte res unitaires du groupe abe lien exp a, et dh* est la mesure duale
de la mesure de Haar dh sur exp a via cet isomorphisme,
 les 3h*, P sont les distributions invariantes sur G*
t
, propres pour
l’action de z(gC) (le centre de l’alge bre enveloppante de gC) conside re





 les 9h*, P sont des fonctions orbitales propres pour l’action
naturelle de Z(gC). Leur construction et l’e tude fine de leur comportement
asymptotique occupent la majeure partie de cet article,
 deux sous-groupes de Cartan conjugue s par G> parame trent les
me^mes ensembles de distributions et de fonctions orbitales.
La formule (V) peut s’interpre ter comme la de composition de la fonction
orbitale JG>( f ) en somme de fonctions orbitales propres sous l’action de
Z(gC). Ces fonctions 9h*, P ne sont toutefois pas dans I(G*
t
), car les e qua-
tions diffe rentielles qu’elles satisfont empe^chent qu’une condition de com-








) comme sous-espace dense. L’action de Z(gC) sur I(G*
t
) se prolonge
de fac on naturelle a I (G
*
t
). L’espace I (G
*
t
) joue le ro^le de l’espace des




) celui des fonctions inde finiment diffe rentiables a support compact.
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La transforme e de Fourier scalaire d’une fonction f # C c (G*
t
) est de finie
par:
F( f ): h* [ 3h*, P( f ).
Nous avons obtenu dans [R] un the ore me du type Paley-Wiener
invariant. Pour A et P comme ci-dessus, on de finit la transforme e de




On note PW(A)P l’espace des fonctions F sur A transforme e de Fourier
de fonctions de C c (A) et ve rifiant
F(w[h*])==1(w) F(h*) w # W(G>, A), h* # A
(voir section 3 pour la de finition de w[h*] et de =1) que l’on munit d’une
topologie d’espaces LF de sorte que la transforme e de Fourier soit un
isomorphisme d’espaces topologiques. Alors, si f # C c (G*
t
), la fonction
F( f ) |A : h* [ 3h*, P( f )
est dans PW(A)P. Choisissons des repre sentants A1 , ..., As des classes
de conjugaison de sous-espaces de Cartan de G
*
, et pour chacun d’entre
eux, un syste me de racines positives imaginaires pures Pi , 1is.
L’application:





de finie par F( f )=1is F( f ) |Ai est continue et surjective. L’application
















La formule (V) explicite l’isomorphisme re ciproque. En effet soit A un
sous-espace de Cartan de G
*
. On fixe une ‘‘norme’’ & .& sur A et l’on mon-
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h* [ p(9h*, P) est a croissance polynomiale sur A
a0
u . Donc pour tout e le -




F(h*) 9h*, P dh*
est scalairement inte grable. Elle de finit alors un e le ment 9F, P de I (G*
t
)
car cet espace est re flexif (The ore me 4.2). On peut montrer en utilisant le




On peut donc former, pour toute fonction f # C c (G*), la fonction
9= :
[A]
9F ( f ), P . (VV)




d’e tablir la formule d’inversion, il ne reste plus a montrer que 9=JG>( f ),
et pour cela, il suffit de montrer que la diffe rence est annule e par une partie






). Cette partie dense est le sous-
espace engendre par les e le ments %h*, P tels que tJG>(%h*, P)=3h*, P . On
ve rifie que pour tout sous-espace de Cartan A de G
*
t
et tout h* # A on a
%h*, P(9&JG>( f ))=0.
Ceci montre que 9=JG>( f ) et on obtient la formule d’inversion.
Cet article constitue la seconde partie de ma the se effectue e sous la direc-
tion du professeur A. Bouaziz. Je le remercie ici de m’avoir soumis ce
proble me et de sa tre s grande disponibilite pour re pondre a mes questions.
Les ide es de cet article s’inspirent grandement de [B4]. Les diffe rences
entre le cas connexe traite dans [B4] et le cas non connexe sont essentielle-
ment d’ordre technique. On ne peut plus travailler en utilisant les restric-
tions aux sous-groupes de Cartan, qui ne sont pas les bons objets dans le
cadre non connexe; c’est pour cela que nous avons introduit la notion de
sous-espace de Cartan. Ceci provoque de nombreuses complications
(syste mes de racines non re duits, choix des parame tres...), et tous les
re sultats interme diaires sont a rede montrer dans ce nouveau cadre plus
ge ne ral. Signalons d’autre part que notre e tude du comportement
asymptotique des fonctions orbitales propres suit une de marche plus simple
que celle adopte e dans [B4].
Donnons le plan de ce travail:
 dans la section 2, nous fixons les notations et conventions,
 dans la section 3, nous rappelons les principaux re sultats de [R]
qui nous sont utiles,
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trons que cet espace, ainsi que I(G
*
) sont des espaces de Montel; en par-
ticulier ils sont re flexifs,
 la section 5 est consacre e aux inte grales orbitales sur les alge bres de
Lie re ductives. C’est a partir de celles-ci, en utilisant des se ries a la Duflo
Vergne [DV] que nous construirons les fonctions orbitales propres 9h*, P ,
 dans la section 6 est e tabli un the ore me d’unicite des fonctions
orbitales propres,
 nous construisons ces fonctions orbitales propres dans le cas ou G
*
t
contient un sous-espace de Cartan de ploye . Ceci est re alise dans la sec-
tion 7. Nous passons au cas ge ne ral dans la section 8 en proce dant par
induction a partir de sous-groupes de Le vi de G. Les fonctions ainsi con-
struites sont de termine es, gra^ce au the ore me d’unicite , par leur restriction
au sous-groupe de Cartan a partir duquel on les construit.
 la section 9 e tablit la formule d’inversion (V).
2. NOTATIONS ET CONVENTIONS
Dans ce travail, on adoptera les notations et conventions suivantes (sauf
mention explicite du contraire).
Si X est un ensemble fini, on note |X | son cardinal. Si V est un espace
vectoriel, on note V* son dual. Si A est un endomorphisme de V qui laisse
stable un sous-espace vectoriel W de V, on note A |W sa restriction a W.
Si V est un espace vectoriel re el, on note VC son complexifie . Si A est un
endomorphisme de V, son extension par line arite a VC sera encore note e
A. Le complexifie de V* s’identifie canoniquement au dual de VC . Si
: # VC*, on dit que : est re elle (resp. imaginaire) si sa restriction a V est
re elle (resp. imaginaire); si : n’est ni re elle ni imaginaire, on dira qu’elle est
complexe.
Si V est un espace vectoriel, on note S(V ) son alge bre syme trique.
Si V est un espace vectoriel re el, on identifie S(VC*) avec l’alge bre des
fonctions polynomiales a coefficients complexes sur V, et on identifie S(VC)
avec l’alge bre des ope rateurs diffe rentiels a coefficients constants complexes
sur V ; on note (u) l’ope rateur correspondant a u # S(VC).
Si G est un groupe ope rant dans un ensemble X, si H est une partie
de G et Y est une partie de X, on note N(H, X )=[h # Hh } Y/Y ] et
Z(H, Y )=[h # H\y # Y, h .y=y]. Lorsque N(H, Y ) est un groupe, on
notera W(H, Y ) le groupe quotient N(H, Y )Z(H, Y ). On note X H
l’ensemble des e le ments de X fixe s par tout h # H.
169INTE GRALES ORBITALES TORDUES
File: ARCHIV 304707 . By:BV . Date:08:07:07 . Time:10:40 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 3088 Signs: 2339 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
Les groupes de Lie seront note s par des lettres majuscules (G, H, M...),
et leur alge bre de Lie par les lettres gothiques minuscules correspondantes
(g, h, m...). On notera Gx la composante connexe du groupe de Lie G con-
tenant l’e le ment x, et Gb la composante neutre de G. On notera [G, G] le
groupe engendre par les commutateurs de G, et Z(G) son centre. Sauf
mention explicite du contraire un groupe de Lie agit sur lui-me^me par
automorphismes inte rieurs, et sur son alge bre de Lie par l’action adjointe.
Si X # g et x # G, on notera Xx=Ad x(X). Si g et x sont deux e le ments de
G, on notera g[x]=gxg&1, et si A et B sont deux parties de G, on notera
A[B] l’ensemble des g[x], g # A, x # B.
Si g est une alge bre de Lie re ductive, on note g$ l’ensemble des e le ments
semi-simples re guliers de g. Si A est une partie de g, on note A$=g$ & A.
Si g est une alge bre de Lie re ductive, on note Car(g) l’ensemble des sous-
alge bres de Cartan de g. Si h # Car(g), on note 2(gC , hC) (resp. 2I (gC , hC))
le syste me de racines de gC dans hC (resp. racines imaginaires, c’est-a -dire
celles dont la restriction a h prend des valeurs imaginaires pures).
Si E est un espace vectoriel topologique, on notera E$ son dual topologi-
que.
Si X est un espace topologique et si Y/X, on note Y l’adhe rence de Y
dans X. Si f est une fonction sur X, on note f |Y sa restriction a Y. On
notera aussi suppX ( f ) son support dans X.
Classe H
Nous dirons qu’un groupe de Lie G est dans la classe H s’il n’a qu’un
nombre fini de composantes connexes et s’il ve rifie les deux proprie te s
suivantes:
(i) l’alge bre de Lie g de G est re ductive
(ii) Z([Gb , Gb]) est fini.
Dans la suite G de signe un groupe de la classe H . On note g son alge bre
de Lie qui se de compose en:
g=cg1
ou c de signe le centre de g et g1 son alge bre de rive e.
On pose C=Z(G, G0) et donc C0=exp c. On note aussi G1=[G0 , G0].
Soit x # G. On voit facilement que Ad x normalise c et g1 et Adc(G) est
un sous-groupe fini de GL(c).
Chaque fois que l’on se donne un groupe de Lie G de la classe H , on
suppose fixe e sur g une forme biline aire syme trique non de ge ne re e et G
invariante que l’on notera }g (ou simplement } si aucune confusion n’est a
craindre). Alors g sera munie de la mesure de Lebesgue dX telle que le
volume du paralle pipe de de termine par une base X1 , ..., Xn de g (n=dim g)
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soit e gal a |det(}g(Xi , Xj))|12 et G sera muni de la mesure de Haar
tangente a dX. Si M est un sous-groupe ferme de G d’alge bre de Lie m tel
que }g soit non de ge ne re e sur m, on munit M de la mesure de Haar
tangente a la mesure de Lebesgue que l’on a de finie sur m. Si M$/M sont
deux sous-groupes ferme s de G tels que }g est non de ge ne re e sur leur
alge bre de Lie respective, on munit MM$ de la mesure M-invariante
quotient des mesures de Haar sur M et M$ que l’on a de finies pre ce dem-
ment. On la note dm* .
3. RAPPELS
Dans cette section, nous introduisons quelques notations et nous rap-
































l’ensemble des e le ments re guliers de G
*
t













DG(x) est appelle le discriminant de G et x # (G*
t
)reg si et seulement si
DG(x){0.
La proposition suivante est un re sultat de Gantmacher ([G], the ore mes
5 et 28).
Proposition 3.1. Soit x # (G
*
t
)reg . Alors x est semi-simple, et gx est une
sous-alge bre abe lienne de g forme e d ’e le ments semi-simples. De plus gx & g$
est non vide.
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Nous avons montre dans [R] (proposition 7.2):
Proposition 3.3. Il n’y a qu’un nombre fini de classes de conjugaison




Reprenons les notations de la de finition et posons h=ga. On a une
de composition de gC selon aC :
gC=hC  :
: # 2(gC , aC)
g:C .
ou 2(gC , aC) est un syste me de racines (non re duit en ge ne ral) et les g:C
sont des sous-espaces radiciels pouvant e^tre de dimension strictement plus
grande que 1. Nous poserons m:=dim g:C .
Rappelons aussi (voir [R] section 12) que tout e le ment y semi-simple
s’e crit y=ye yh ou ye est elliptique, yh=exp Yh avec Yh # g tel que toutes
les valeurs propres de ad Yh soient re elles, et ye yh=yh ye=y. Posons
&Yh&=}(Yh , Yh)12 et | y|=&Yh&. On pose alors pour tout g # G, | g|=
| gs |, gs e tant la composante semi-simple de g.
Tout sous-espace de Cartan A de G
*
t
admet une de composition A=
AI exp aR ou AI est l’ensemble des e le ments elliptiques de A et aR est la
composante hyperbolique de a.
Inte grales orbitales
Soit # # (G
*
t
)reg . Posons g#=a, A=# exp a le sous-espace de Cartan con-
tenant #. Soit dg* une mesure invariante sur G>Z(G>, A) normalise e selon
nos conventions. Soit f # Cc (G*
t
). On pose:
JG >( f )(#)=|det(Id&Ad(#&1))ga | 12 |
G>Z(G>, A)
f ( g#g&1) dg* .
Il est facile de voir que JG >( f ) # C((G*
t
)reg)






alors JG >( f)=JG >( f ).




G > qui sont
des inte grales orbitales de fonctions de Cc (G*) par quatre proprie te s, que
nous noterons Ii (G*) pour i=1, 2, 3, 4. On notera I(G*) le sous-espace




G> ve rifiant ces quatres proprie te s. Mais avant
d’e noncer celles-ci, nous avons besoin de quelques notations.
Soient x # (G
*
t
)reg , a=gx et A=x exp a #Car
t
*




g:C 2=2(gC , aC).
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Soit 9 un syste me de racines positives dans le syste me des racines






Posons pour h # A :
!\9&g } \9(h)= ‘
g&1 } ;  9
; # 9
!;(h)
ou !;(h)=det(Ad h | g;C).
On a alors [R, lemme 11.1]:
Lemme 3.4. Il existe un unique morphisme de groupes =1 : N(G>, A) 
[&1, 1] tel que pour tout h # Areg , g # N(G>, A):
b9 ( g&1[h])==1( g)(!\9&g } \9 .b9)(h).
Comme =1 est triviale sur Z(G>, A), on note encore =1 la signature qu’elle
de finit sur W(G>, A).




notera AIn&reg l’ensemble des h # A tels que gh est une alge bre re ductive
telle que 2(ghC , aC) ne contienne pas de racines imaginaires non compactes.
Ceci signifie que a est une sous-alge bre de Cartan maximalement de ploye e
dans gh. De me^me, on de finit AIreg comme e tant l’ensemble des h # A tels
que 2( ghC , aC) ne contienne pas de racines imaginaires.
Avec les notations pre ce dentes, on identifie S(aC) avec l’alge bre des
ope rateurs diffe rentiels sur A invariants par tout e le ment de exp aC . On
note (u) l’ope rateur diffe rentiel correspondant a l’e le ment u de S(aC).
Soit s # G tel que l’alge bre de rive e de gs soit isomorphe a sl(2, R), et soit
a une sous-alge bre de Cartan fondamentale de gs. On note :, &: les
racines de aC dans g sC : elles sont imaginaires non compactes et ve rifient
det(Id&Ad s&1) | gC\:=0. Choisissons un vecteur radiciel X: # g
:
C , posons
X&:=X: , et notons H: la coracine de : dans aC . On peut la choisir de
sorte que:
[H: , X:]=2X: [H: , X&:]=&2X&: [X: , X&:]=H: .
Alors Ker :Ri(X:&X&:) est une sous-alge bre de Cartan de gs que
l’on notera a1 . On pose c:=exp(&i ?4 (X:+X&:)). On le conside re comme
un e le ment du groupe adjoint de gC . On a c: .aC=a1C . On pose
A=s exp a, A1=s exp a1 . Ce sont deux sous-espaces de Cartan de G*
t
.
173INTE GRALES ORBITALES TORDUES
File: ARCHIV 304711 . By:BV . Date:08:07:07 . Time:10:40 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 3421 Signs: 1882 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
L’application # [ # b c&1: envoie bijectivement 2I (gC , aC) & [:]
= sur
2I (gC , a1C) ou [:]= de signe l’ensemble des racines ; de 2(gC , aC) telles
que ;(H:)=0.
Si 9 est un syste me de racines positives dans 2I (gC , aC), l’image 91 de
9 & [:]= est un syste me de racines positives dans 2I (gC , a1C).
On notera \9= 12 : # 9 m:: ou m: de signe la multiplicite de la racine :,
et {9 l’automorphisme d’alge bre unitaire de S(aC) de fini par {9 (X )=
X+\9 (X ) .1.
On a dit qu’un syste me de racines positives 9 dans 2I est adapte a : si
les ; # 2I ve rifiant ;(H:)>0 sont dans 9. Les notations e tant les me^mes que
ci-dessus, on dira que (s, A, 9, A1 , 91 , c:) est une donne e de saut (9 e tant
suppose adapte a :).
Definition 3.6. On notera I(G
*
t











e nonce es ci-dessous.
I1(G*
t




partie compacte K de G
*
t
& A, pour tout u # S(aC) on a
sup |(u)  |A(h)|<.










syste me de racines positives 9 de 2I (gC , aC), b9 . |A se prolonge en une
fonction inde finiment diffe rentiable sur AIn&reg .
Soit . une fonction sur Areg . Soit ; une racine imaginaire pure de
2(gC , aC), et soit y # A. Alors quand les limites dans la formule suivante
existent, on pose
[.]\; ( y)= lim
t  0+
.( y exp tiH;)\ lim
t  0&
.( y exp tiH;).
I3(G*
t
): Pour toute donne e de saut (s, A, 9, A1 , 91 , c:) et pour tout
u # S(aC) on a:
[({9 (u)) .[b9  |A]]&: (s)=id(s)[(({91(c: .u))) . (b91  |A1)(s)]
ou d(s)=2 si la re flexion par rapport : est re alise e dans Gs & G>, d(s)=1
sinon.
Remarquons que les membres de gauche et de droite de la relation de




). Cette relation est
e quivalente a la suivante, plus aise e utiliser dans les calculs:
[(u) . [ |A]]+: (s)=d(s)[(c: .u) . ( |A1)(s)].
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I4(G*
t




est un compact inclus dans A.
Nous avons le re sultat suivant ([R], the ore me 9.4):






line aire, continue, surjective, et sa transpose e tJG > est une bijection de I(G*
t
)$





On identifiera l’alge bre enveloppante A(gC) de gC avec l’alge bre des
ope rateurs diffe rentiels invariants a gauche sur G. On notera Z(gC) le
centre de A(gC). On conside re Z(gC) comme une alge bre d’ope rateurs
diffe rentiels G>-bi-invariants dans G
*
t
. On a alors:









Voir [B1, the ore me 2.1.1].
Soit x # G
*
t
re gulier. Notons a=gx et soit A=x exp a le sous-espace de
Cartan contenant x. Notons h=ga: c’est une sous-alge bre de Cartan de g.
On a, puisque x est semi-simple
hC=aC  (Id&Ad x) } (hC).
Notons 8 la projection de hC sur aC suivant cette de composition. On note
de la me^me manie re le prolongement de 8 en un homomorphisme
d’alge bres de S(hC) sur S(aC).
On notera WgC le groupe de Weyl de (gC , hC) et ;gC l’isomorphisme de
Harish-Chandra de Z(gC) sur S(hC)WgC. On pose #g a=8 b ;gC : c’est un
homomorphisme de Z(gC) dans S(aC).
Soit A l’ensemble des fonctions h* de A dans C_ telles qu’il existe & # a*C
de sorte que pour tout a # A, pour tout X # a on ait h*(a exp X )=
h*(a) e&(X ).
La de composition a=aIaR induit une de composition a*=aI*aR*.
ou aI* (resp. aR*) est identifie a l’orthogonal de aR (resp. aI). Soit h* # A et
& # a*C comme ci-dessus. Alors & est ne cessairement dans iaI* (aR)*C car il
appartient l’ensemble L des & # a*C tels que H [ e&(H ) soit un caracte re
(non ne cessairement unitaire) bien de fini du groupe abe lien exp a.
Soit 9 un syste me de racines imaginaires positives de 2(gC , aC) et soit
m:=dim g:C la multiplicite d’une racine :. On pose \9=
1
2 : # 9 m: .:. Soit
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h* # A , et soit & # ib* (aR)*C associe a h* comme ci-dessus. Posons
*(h*)=&+\9 . Pour tout + # a*C posons:
!+ : Z(gC)  C
z [ #ga(z)(+).
Posons pour s # W(G>, A),




Soit h # A. Alors h normalise les g:C , : # 2(gC , aC). Le groupe W(G
>,A) agit
sur A par:
s[h*](h)=h*(s&1.h) .!s .\P&\P(h) (h # B).
On a alors le re sultat suivant (voir [R] the ore mes 15.4, 15.17, 15.18 et
16.5):
The ore me 3.9. Pour tout h* # A et pour tout syste me de racines









)reg ve rifiant :
(i) Pour tout z # Z(gC) on a z } 3Gh*, 9=/*(h*)(z) 3
G
h*, 9 .
(ii) Pour tout a # Areg , b9 (a) |DG(a)| 12 3Gh*, 9=s # W(G > , A) =1(s)
s[h*](a).
(iii) Pour tout s # W(G>, A), 3Gs[h*], 9==1(s) 3
G
h*, 9 .
De plus si A=AI , on a pour tout r>0
sup |DG(x)| 12 |3Gh*, 9 (x)| (1+|x| )
r<+.




Rappelons (voir [R]) que ces distributions sont ge ne riquement des
restrictions de caracte res irre ductibles tempe re s de G a G
*
et en ge ne ral des
combinaisons line aires de telles restrictions de caracte res.
The ore me de Paley-Wiener
Soit x # G
*
t
re gulier. Posons gx=a, h=ga et A=x exp a. Soit a=aIaR
la de composition de a en partie elliptique et partie hyperbolique. E tant
donne t* # AI@ et a* # (aR)*C on construit h*=(t*, a*) # A par:
h*(a exp X )=t*(a) eia*(X ) (a # AI )(X # aR).
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L’application AI@_(aR)*C  A ; (t*, a*) [ h* est une bijection. Ceci justifie
la notation h*=(t*, a*).
Soit r>0. On pose Lr=[ g # G*
t
, | g|r]. On prolonge la restriction de
} aR en une forme hermitienne de finie positive sur (aR)C . Ceci induit une
structure hermitienne (aR)*C . On fait de me^me pour aI en remplac ant } par
&}. Si t* # AI@ et si + # iaI est tel que pour tout X # aI , pour tout a # AI ,
t*(a exp X )=t*(a) e+(X ), on pose &t*&=&+& et si h* # A , h*=(t*, a*) on





On de finit l’espace de PaleyWiener de A, que l’on note PW(A) comme
suit. Pour r>0, on note PWr(A) l’espace des fonctions F sur A telles que:
PW0(A): si h1*, h2* # A ve rifient h1*=*h2*, pour un certain * # C, on a
F(h1*)=*F(h2*).
PW1(A): pour tout t* # AI@, la fonction a* [ F(t*, a*) est entie re sur a*C .
PW2(A): pour tout N # N il existe une constante CN telle que
|F(t*, a*)|CN(1+&t*&+&a*&)&N er &Im(a*)&.
L’espace PW(A) est la re union des PWr(A), r>0. On munit PWr(A) de
la topologie de finie par la famille de semi-normes:
Sk(F )= sup (1+&t*&+&a*&)k |F(t*, a*)|.
t* # AI@
a* # a*C
Si 9 est un syste me de racines imaginaires positives de (gC , aC), on
note PW(A)9 (resp. PWr(A)9) le sous-espace des F # PW(A) (resp.
F # PWr(A)) ve rifiant
F(s[h*])==I (s) F(h*) (s # W(G>, b)).
On note Cc (A)
9 le sous-espace des fonctions de . de Cc (A) ve rifiant,
pour tout h # A, w # W(G>, A):
.(w&1 } h)==I (w) !\9&w } \9(h) .(h).
Le re sultat suivant justifie la terminologie employe e.
Lemme 3.10. (i) Pour tout r>0 l ’espace PWr(A) est de Fre chet et
l ’application . [ .^ est un isomorphisme topologique de Cc (A & Lr) sur
PWr(A).
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(ii) La transforme e de Fourier re alise une bijection entre Cc (A & Lr)
&9
et PWr(A)9.
Le lemme se de duit aise ment du fait qu’a une translation pre s, A est
essentiellement exp a qui est un groupe de Lie commutatif connexe, pour
lequel ces re sultats sont bien connus.
On munit PW(A) de la topologie limite inductive des PWr(A), r>0.
C’est un espace LF et l’application . [ .^ est un isomorphisme topologique




), on de finit
F( f ) |A (h*)=3Gh*, 9 ( f ) (h* # A ).
Nous avons montre dans [R, lemme 17.3]:
Lemme 3.11. Soit r>0. (i) Pour tout f # Cc (Lr), F( f ) |A # PWr(A)
9
(ii) L’application f [ F( f ) |A de Cc (Lr) dans PWr(A) est continue.
On fixe A1 , ..., As des repre sentants des classes de conjugaison sous G>
des sous-espaces de Cartan de G
*
t
, et pour chacun d’entre eux, on fixe un
syste me de racines imaginaires positives 9i , i=1,, ..., s. Pour f # Cc (G*
t
),
on de finit comme ci-dessus les fonctions F( f ) |Ai # PW(Ai)
9i.
The ore me 3.12. L’application linaire





de finie par F( f )=1is F( f ) |Ai est continue et surjective.




)$ de fini par %h*, 9(JG >( f ))=3h*, 9 ( f ), f # Cc (G*), dont l’existence
est assure e par le the ore me 3.7. Si  # I(G
*
t
), on de finit
F () |A (h*)=%h*, 9 (), h* # A .







de finie par F ( f )=1is F ( f ) |Ai est un isomorphisme topologique qui induit
pout tout r>0 un isomorphisme de I(Lr) sur 1is PW(Ai & Lr)9i.
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Pour tout sous-espace de Cartan A de G
*
t




espace des  # I(G
*
t




jugue a A, c’est-dire l’image re ciproque par l’application F de PW(Ai)9i
ou Ai est conjugue a A. Pour r>0, on note I(Lr)[A]=I(G*
t
)[A] & I(Lr).
On de duit alors du the ore me pre ce dent:



















Pour tout ceci voir [R, the ore me 17.4 et 17.5].
4. FONCTIONS ORBITALES SUR G
*
t








G > des fonctions ve rifiant les proprie te s Ii (G*
t
), i=1, 2, 3, 4. Cet
espace a e te muni d’une topologie d’espace LF (limite inductive d’espaces








G > des fonctions ve rifiant Ii (G*
t




) de la topologie de finie par la famille de semi-normes:
pA, K, u()= sup
x # Kreg
|(u) } (x)|
ou A est un sous-espace de Cartan de G
*
t
, K une partie compacte de A et
u un e le ment de S(aC). On ve rifie facilement que I(G*
t
) muni de cette
topologie est un espace de Fre chet et que I(G
*










) e tant continue. On appellera






)) fonctions orbitales sur G
*
t








note #g a l’homomorphisme de HarishChandra de Z(gC) dans S(aC). Pour
toute fonction  dans I(G
*
t
) et pour tout z # Z(gC), on de finit z }  de la
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fac on suivante: soit x un e le ment re gulier de G
*
t
et soit A le sous-espace de
Cartan qui le contient. On pose
z } (x)=(#g a(z)) }  |A(x).
Lemme 4.1. La fonction z }  est dans I(G
*
t








De monstration. Soit  # I(G
*
t
). Il existe alors une fonction f # Cc (G*
t
)
telle que =JG >( f ). D’apre s [Var], II.10.4, on a
JG >(z } f )=z } JG >( f )=z } 




Soit maintenant  # I(G
*
t






support compact modulo G> on a / # I(G
*
t
) (voir [R, lemme 9.3]).
Comme les proprie te s Ii (G*
t
) pour i=1, 2, 3 sont de nature locale, il suffit




. Choisissons donc pour chaque x # G
*
une fonction /x a sup-
port compact modulo G> et qui vaut 1 dans un voisinage de x (l’existence
d’une telle fonction est assure e par le corollaire 8.5 de [R]). La fonction
z }  co@ ncide avec la fonction z } /x  sur ce voisinage et d’apre s ce qui
pre ce de z } /x # I(G*
t
). Ceci termine la preuve du lemme.
Notons z [ z l’antiautomorphisme principal de U(gC) de fini par







z } %()=%(z } ).
On ve rifie qu’avec ces de finitions, JG > et tJG > commutent a l’action de
Z(gC).
Reprenons les notations de la section pre ce dente. Pour tout sous-espace
de Cartan A de G
*
t
, pour tout h* # A et pour tout syste me de racines
imaginaires positives P de 2(gC , aC), on a rappele la construction de la dis-
tribution 3h*, P sur G*
t
. Soit %h*, P # I(G*
t
)$ telle que pour toute fonction
f # Cc (G*
t
) on ait
3h*, P( f )=%h*, P(JG >( f )).
Il de coule de ce qui pre ce de que %h*, P est propre sous l’action de Z(gC)
pour le caracte re /*(h*) .
Nous terminons ce chapitre en e nonc ant le re sultat suivant:






) sont des espaces de
Montel. En particulier, ils sont re flexifs.
180 DAVID RENARD
File: ARCHIV 304718 . By:BV . Date:08:07:07 . Time:10:40 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 3696 Signs: 1983 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
Les arguments de la de monstration sont les me^mes que dans [B4,
the ore me 2.4.1]. Ils reposent principalement sur le the ore me 11.2 de [R].
Restriction et induction
On utilisera la terminologie suivante pour les sous-groupes de Le vi de G.
On dira que M est un sous-groupe de Le vi de type re el s’il existe un sous-
espace de Cartan A de G
*
t
tel que M=GaR et on dira qu’un sous-groupe




tel que L=Gb I. Soit M=GaR un sous-groupe de Le vi de type re el.
Soit M >=G> & M et M
*
t
=M >[A .Mb]. Cette situation a e te e tudie e dans




espace de Cartan de G
*
t
. De plus, les racines imaginaires de 2(mC , bC) sont
les me^mes, avec les me^mes multiplicite s, que celles de 2(gC , bC). Il s’ensuit
que l’ouvert BIn&Reg est de fini inde pendamment de M ou de G, et que la
restriction de toute fonction orbitale  sur G
*
t




)reg que nous noterons RMG (). Nous avons de fini dans la sec-
tion 16 de [R] un ope rateur line aire continu @M de Cc (G*
t
) dans Cc (M*
t
).
On a alors pour tout f # Cc (G*
t
)
JM > b @M( f )=RMG b JG >( f ).
On en de duit facilement le re sultat suivant:



























) sont continues pour les topologies respectives de ces
espaces.
Soit B un sous-espace de Cartan de M
*
t
et soit h=gb. On reprend les
notations de la section pre ce dente, en particulier on note ;g h
l’isomorphisme de HarishChandra de Z(gC) sur S(hC)W(gC , hC ) et ;m h
celui de Z(mC) sur S(hC)W(mC , hC ). Comme W(mC , hC) est naturellement
inclus dans W(gC , hC), on a une inclusion:
S(hC)W(gC , hC )/S(hC)W(mC , hC ). Posons #g m=;
&1
m h b ;g h . Ceci de finit un
morphisme d’alge bres commutatives
#gm : Z(gC)  Z(mC)





RMG (z } )=#g m(z) } R
M
G ()
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et par dualite , pour tout z # Z(gC), pour tout % # I(G*
t
)$,
z } tRMG (%)=
tRMG (#g m(z) } %).
Soit B un sous-espace de Cartan de G
*
t
et soit L=GbI. C’est donc un
sous-groupe de Le vi de type complexe. On ve rifie comme pour le sous-
groupe de Levi de type re el M introduit ci-dessus que L est dans la classe
H et qu’il n’a qu’un nombre fini de composantes connexes (voir [R]
lemme 16.1). Soit L>==G> & L. C’est un groupe de la classe de Harish
Chandra: en effet, L>=Z(G>, bI ), d’ou AdgC(L
>)/Z(GC , bI ). (GC de signe
le groupe adjoint de gC), or Z(GC , bI ) est connexe (voir [Var, lem-
me II.1.10]) et le sous-groupe analytique de GC correspondant a [lC , lC]





=L>[B .L0]. Soit X0 # bI tel que gX0=l. Toutes les valeurs
propres de ad X0 sont imaginaires pures. Posons
u=g*C
ou la somme est prise sur les sous-espaces propres g*C de ad X0 pour les
valeurs propres * telles que i*>0. La sous-alge bre u de gC est nilpotente
et stable par L. De plus lC u est une de composition de Le vi d’une sous-
alge bre parabolique de gC .
Pour tout x # L
*
t





C’est une fonction L>-invariante sur L
*
t
& Greg . Pour tout sous-espace de











Le groupe L> agit a gauche sur A L*
t
G >


















(A) sous l’action de L>. Comme f est L>-invariante, on voit que le






(A) est vide nous convenons que cette somme est nulle.
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)). On de finit la fonction
PGL, u() sur (G*
t
)reg de la fac on suivante: si x # (G*
t
)reg et si A est le sous-
espace de Cartan qui le contient,













)). De plus les













tinues pour les topologies respectives de ces espaces.
De monstration. Il est clair par construction que PGL, u() est G
>-
invariante. De plus on voit facilement, parce que la somme de finissant PGL, u













et soit P un syste me de racines imaginaires positives de 2(gC , tC ).
Notons Pl=P & 2(lC , tC ): c’est un syste me de racines imaginaires positives
de 2(lC , tC ). Toute racine de tC dans u est imaginaire ou complexe: en effet
on a bI/t et la restriction a bI d’une racine de tC dans u est non nulle, elle
ne peut donc e^tre re elle. On notera 2I (u) (resp. 2C(u)) l’ensemble des
racines imaginaires (resp. complexes) de tC dans u.
Si : # P"Pl , soit :, soit &: est dans 2I (u) et g:C=l
:
C ; et si ; # 2C(u),











.bP l (t) ‘









=bP l (t) ‘
: # P"(Pl _ 2I (u)






Comme det(Ad(t&1))g:C ne s’annule pas sur T pour : # P"Pl , la fonction
bPdu est le produit d’une fonction C par bPl .
Soit maintenant A un sous-espace de Cartan de G
*
t
et P un syste me de
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toute fonction . sur gAg&1, on note g&1 } . la fonction de finie sur A par
g&1 } .(a)=.( gag&1). On a alors
bPPGL, u() |A= : g





Il est clair que a [ gag&1 envoie AIn&Reg sur ( gAg&1)InReg , donc d’apre s
le calcul fait ci-dessus bg } Pdu | gAg&1 se prolonge en une fonction C sur
( gAg&1)In&Reg (et me^me sur un ouvert un peu plus gros). Ceci ache ve de
montrer que PGL, u() ve rifie I2(G*
t
).
Montrons que PGL, u() ve rifie I3(G*
t
) si  ve rifie I3(L*
t
). Pour alle ger les
notations, nous posons ,=PGL, u(). Soit (x, A, P, A1 , P1 , c:) une donne e
de saut de G
*
t
. Pour tout u # S(aC ) on a





nous allons calculer la contribution a la relation de saut de chacun des
termes de cette somme.
Premier Cas. Supposons que g } : ne soit pas une racine de g } aC dans
lC . Alors gxg&1 est re gulier dans L*
t
et  | gAg&1 est C au voisinage de
gxg&1. Le sous-espace radiciel correspondant a l’une des deux racines g } :





ou d $u est une fonction C au voisinage de gxg&1. On a de plus
det(Id&Ad( gxg exp(tiHg } :))&1) |g;C=(1&e
&ti;(Hg } : )) ‘
*
(1&*&1e&ti;(Hg } : ))
ou le produit est pris sur les valeurs propres de gxg&1 dans g;C diffe rentes
de 1. Or, pour *{1 il est clair que
(1&*&1e&ti;(Hg } : ))
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D’ou :
_(v) } \





On en de duit donc que
[( g } u)(du | gAg&1 )]+g } : ( gxg
&1)=0.
Ce terme ne produit donc pas de saut.





(A)$=[ y # A L*
t
G >
(A); g } : # 2(lC , y } aC )].











(A)$, on a yAy&1=
yxy&1 exp( y } a)/L
*
t
, d’ou yxy&1 # L
*
t
et y } a/l. Comme y } a1/g yxy
&1
/l
(: est une racine de y } aC dans lC et l’alge bre de rive e de g yxy
&1
est




. Donc y # A L*
t
G >






y } c: } : est une racine re elle de (a1)C dans gC . Or, toute racine re elle de
(a1)C dans gC est une racine dans lC . Ceci montre que g yxy
&1
/l et donc
en particulier y } a/l. Ceci assure que y # A L*
t
G >
(A)$. Il suffit donc mainte-






[( g } u)(du | gAg&1 )]+g } : ( gxg
&1)=d(x) (cg } :( g } u) du | gA1 g&1 )( gxg
&1).
On note {u l’automorphisme d’alge bre unitaire de S(lC ) de fini par
{u(X)=X+ 12tr(adu X) (X # lC ).
Soit T un sous-espace de Cartan de L
*
t
, et f # C(U) ou U est un ouvert
de T. Alors pour tout u # S(tC ) on a
(u) } (du f )=du ({u(u)) } f.
De plus pour tout g # A L*
t
G >
(A1)$ et pour tout u # S(aC ) on a
{u(cg } : } ( g } u))=cg } : } ({u( g } u)).
Il est clair que d(x)=d( gxg&1) pour tout g # A L*
t
G >
(A1)$. La relation de saut
pour G
*
de coule donc de la relation de saut pour L
*
t
a condition de ve rifier
que la constante d( gxg&1) est la me^me dans L et dans G. Or, si y # G >
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commute avec gxg&1 et repre sente sg } : , la restiction de Ad y a bI est l’iden-
tite , c’est-a -dire que y # G> & L=L>. En effet sg } : est une racine dans lC et
donc son action sur le centre de l est triviale. Or, bI est dans ce centre. Ceci
termine la de monstration du fait que ,=PGL, u() ve rifie I3(G*
t
).
La continuite de PGL, u est e vidente et la de monstration du lemme est
termine e.
Soit h une sous-alge bre de Cartan de l. C’est aussi une sous-alge bre
de Cartan de g. De finissons comme pre ce demment l’automorphisme
d’alge bres unitaires {u de S(hC ). Il est clair que cet automorphisme
pre serve S(hC )W (lC , hC ) . On de finit alors un homomorphisme d’alge bres
commutatives inde pendant du choix de h:
#gl, u : Z(gC )  Z(lC )
z [ ;&1lh ({u( ;gh(z))).
Pour tout z # Z(gC ) et pour tout  # I(L*
t
) on a
z } PGL, u()=P
G
L, u(#gl, u(z) } ).
Par dualite , pour tout z # Z(gC) et pour tout % # I(G*
t
)$ on a
tPGL, u(z } %)=#gl, u(z) } .
tPGL, u(%).
5. FONCTIONS ORBITALES SUR LES ALGE BRES DE LIE
Nous commenc ons par rappeler quelques re sultats obtenus par Bouaziz
dans [B4]. Soit z une alge bre de Lie re ductive et Z un groupe de Lie de
la classe de HarishChandra d’alge bre de Lie z. La forme biline aire non
de ge ne re e } de finit un isomorphisme entre z et z*, et l’on note z*reg l’image
de zreg . L’espace des fonctions orbitales sur I(z) a e te de fini dans [B2];
c’est un espace de Fre chet.
Soit a une sous-alge bre de Cartan de z. De finissons
a*reg(C)=[& # a*C ; Re & # a*reg ]
Bouaziz a construit dans [B4] une famille de fonction orbitales 9 z& de sorte
que l’application & [ 9 z& soit analytique sur a*reg(C) a valeurs dans I
(z).
De plus
9 zw } &=9
z
& (w # W(Z, a)).
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On identifie S(zC )Z avec l’alge bre des ope rateurs diffe rentiels a coef-
ficients complexes Z-invariants sur z, et l’on note #za l’isomorphisme de
Chevalley:
#za : S(zC)
Z  S(aC )W(zC , aC ) .
Pour tout & # a*reg , 9 z& est l’unique fonction orbitale sur z ve rifiant:
(i) Pour tout u # S(zC )Z, (u) } 9 z&=#za(u)(i&)9
z
& .
(ii) Pour tout X # areg , 9 z&(X)=w # W(z, a) e
iw } &(X ).
(iii) 9 z& est borne e.
(iv) Si b est une sous-alge bre de Cartan de z dont la classe de con-
jugaison est supe rieure a celle de a pour l’ordre de Hira@ la restriction de
9 z& a breg est nulle.
On suppose maintenant z de ploye e, c’est-a -dire qu’il existe une sous-
alge bre de Cartan a telle que a=aR . On a la de composition:
z=a+ :
: # 2(z, a)
z:.
Pour tout : # 2(z, a), soit H: la coracine de :, et posons h:=?H: . Soit
A le sous-groupe de Cartan de Z associe a a.
Pour tout sous-groupe de Cartan B de Z, on note 1b le noyau de
l’application exponentielle de b dans B. On note
bE=[X # b; exp X # BIn&Reg].
C’est l’ensemble des X # b tels que pour toute racine imaginaire non com-
pacte :, :(X)  2i?Z. On a alors:
Lemme 5.1 [B4, lemme 4.2.1]. Soit U/(B
%
)I&Reg un ouvert stable par
translation par les e le ments de exp bR . Notons bU l ’ensemble des e le ments de
b dont l ’exponentielle est dans U. Soit ’ une fonction localement constante et
borne e sur bU . Alors




ainsi que toutes ses de rive es, converge uniforme ment et absolument sur toute
composante connexe de bU . Sa somme est donc une fonction inde finiment
diffe rentiable que l ’on notera f &b .
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(ii) Pour tout u # S(bC), pour toute composante connexe C de bU ,
sup
X # C
|(u) f &b(X )|<+.
(iii) Soit x un e le ment du groupe adjoint de zC tel que x } bC=aC .
Alors pour toute composante connexe O de bU , pour tout w # W(z, a), il
existe des constantes b(w, O, &) telles que
f &b(X)= :
w # W(z, a)
b(w, O, &) eiw } &(x } X ) (X # O).
Les fonctions & [ b(w, O, &) sont analytiques sur a*reg(C). De plus si F est
une composante connexe de a*reg et si 2+ est le syste me des racines positives
; telles que pour tout & # F, &(H;)>0, la fonction
& [ } ‘: # 2+ (1&e
Re &(h:)) b(w, O, &) }
est borne e sur toute partie relativement compacte de a*reg(C) et il existe une
constante C>0 telle que
} ‘: # 2+ (1&e
Re &(h:)) b(w, O, &) eiw } &(x } X ) }C (& # F) (X # O).
(iv) Soit 9 un syste me de racines imaginaires positives de 2(zC , bC ) et
soit + # b*. Alors pour tout & # a*reg(C) la se rie de fonctions
X [ :
# # 1b
ei+(X+#)a9 (X+#) 9 z&(X+#)
ainsi que toutes ses de rive es converge uniforme ment et absolument sur toute
composante connexe de bE . Sa somme est donc une fonction inde finiment
diffe rentiable.
Nous allons maintenant particulariser la fonction ’ du lemme pre ce dent.
Nous revenons aux objets G, G> et G
*
t




un sous-espace de Cartan de ploye A=s exp a, ou a=aR et s # (G*)ell .
Toutes les racines de 2(gC , aC ) sont donc re elles. Notons z=gs, et soit Z
le sous-groupe de G> & Gs des z tels que leur action sur le centre de z soit
triviale. D’apre s [Var, proposition II.2.15], Z est un groupe de la classe
de HarishChandra. Notons a*z &reg(C) l’ensemble des * # a*C tels que
Re * # z*reg .
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Soit b une sous-alge bre de Cartan de z. Posons
b[s]=[X # b; s exp X # BI&Reg].
Soit P un syste me de racines imaginaires positives de 2(gC , bC ). Posons
Ps=P & 2(zC , bC ): c’est un syste me de racines imaginaires positives de
2(zC , bC ).
Lemme 5.2. On de finit =s sur b[s] par
=s(X)=
aPs (X )
e \P (X )bP(s exp X )
.
Alors =s est localement constante sur b[s] , a valeurs dans [\1] et ne de pend
pas du choix de P.
De monstration. Soit : # 2(gC , bC ). Comme s est elliptique Ad s |g:C n’a
que des valeurs propres de module 1. Ces valeurs propres peuvent donc
e^tre \1, et des paires [ei?%:, j, e&i?%:, j ], j=1 } } } r: , de complexes de module
1 conjugue s, avec
0<%:, 1<%:, 2< } } } <%:, r:<1.
On notera n:, j la multiplicite de la valeur propre ei?%:, j de Ad s |g:C , et n:, &1
celle de la valeur propre &1. On sait que la valeur propre 1 n’apparait que
si : # 2(zC , bC ), avec pour multiplicite 1. Pour tout X # b[s] , pour toute
racine : # P posons :(X)=i?%: . On a alors:
‘
: # P"Ps
det(Id&Ad(s exp X )&1) |g:C






(1&ei?%:, j e&:(X ))(1&e&i?%:, j e&:(X ))

















_\ cos ?%:|cos ?%: |+
n:, &1
.
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Si : # Ps , le me^me genre de calcul que ci-dessus donne
‘
: # Ps
det(Id&Ad(s exp X )&1) |g:C
|det(Id&Ad(s exp X )&1) |g :C |
= ‘
: # Ps
\ cos ?%:|cos ?%: |+
n:, &1
\ sin ?%:|sin ?%: |+
_ ‘
: # Ps





















_\ |cos ?%: |cos ?%: +
n:, &1














_\ |cos ?%: |cos ?%: +
n:, &1
.
On voit donc que =s est localement constante, a valeurs dans [\1]. De
plus, =s(X ) est une fonction paire de :, donc on ne modifie pas sa valeur
selon le choix de P. Ceci termine la de monstration du lemme.
Soit U l’ouvert [exp X ; X # b[s]]. Cet ouvert est invariant par translation
par les e le ments de exp bR et inclus dans l’ensemble
(B
%
)z&I&Reg=[exp X ; X # b, \: # P, :(X)  2i?Z].
Nous sommes dans les conditions d’application du lemme 5.1. La fonction
X [ f &b(X )= :
# # 1b
=s(X+#) 9 z&(X+#)
est donc inde finiment diffe rentiable sur b[s] . Elle est de plus Z-invariante,
il suffit en effet de remarquer que pour tout x # Z, =s(x } X)==s(X ), ce qui
de coule de (x } P)s=x } Ps . On de duit aussi du me^me lemme que si x est un
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e le ment du groupe adjoint de zC qui envoie bC sur aC , on a l’expression
suivante de f &b sur une composante connexe C de b[s] :
f &b(X)= :
{ # W(z, a)
bb({, C, &)ei{ } &(x } X )
les bb({, C, &) e tant des constantes.
Nous avons alors le re sultat suivant:
Lemme 5.3. Soit b comme ci-dessus. Les fonctions & [ bb({, C, &),
& # a*z&reg(C), { # W(z, a), et C composante connexe de b[s] sont des fractions
rationnelles en les e&(h:) (: # 2(z, a)). C’est-a -dire que si l ’on fixe une base
:1 , ..., :l de 2(z, a), il existe une fraction rationnelle en l variables T{, C telle
que
bb({, C, &)=T{, C (e&(h:1), ..., e&(h:l )).
La de monstration de ce lemme occupera la fin de ce paragraphe. On
raisonne par re curence sur la dimension de bI . Si dim bI=0, alors b est une
sous-alge bre de Cartan de ploye e de z et donc elle est conjuge e sous Z a a.




w # W (z, a)
eiw } &(X).
Le lemme est alors e tabli dans ce cas. Nous supposons donc dim bI>0 et
le lemme e tabli pour toute sous-alge bre de Cartan de z dont la partie ellip-
tique est de dimension strictement infe rieure a celle de b. Commenc ons par
de crire b[s] . Soit : # 2I (gC , bC ), et soit (ei?%:, 0, ..., ei?%:, m: ) le m:-uplet des
valeurs propres de Ad s |g :C compte es avec leur multiplicite , et
0%:, 0 } } } %:, m:<2.
On a donc det(Id&Ad(s exp X )&1) |g:C=0 si et seulement si :(X ) #
&i?%:, j+2i?Z pour un certain j # [1, ..., m:]. Posons H:, j, k=[X # b; :(X )
=&i?%:, j+2ik?]: c’est un hyperplan affine de b et l’on a
b[s]=b>\ .: # 2I (gC , gC) .j, k H:, j, k+ .
Soit C une composante connexe de b[s] . Si H:, j, k est un mur de C, on note
:, j, k(C) la face de C de support H:, j, k : c’est l’ensemble des X # C & H:, j, k ,
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X  H;, j$, k$ pour ( ;, j$, k$){(:, j, k); et l’on note s:, j, k } C la composante
connexe de b[s] ayant aussi pour face :, j, k(C) (voir [Bour, chap. V, 1]).
Il faut remarquer que les chambres C et s:, j, k } C ne sont pas force ment
syme triques par rapport a l’hyperplan H:, j, k si %:, j{0.
Posons pour tout X # b[s] :




e&\P (X+#)aPs (X+#) 9
z
&(X+#).
D’apre s le lemme 5.1 (iv), la fonction F &b se prolonge en une fonction
inde finiment diffe rentiable sur toute composante connexe de bE .
Supposons que H:, j, k soit un mur de C et que %:, j{0. Alors
:, j, k(C)/bE , donc F &b se prolonge en une fonction inde finiment diffe ren-
tiable au voisinage de tout point X # :, j, k(C). En particulier
[F &b]
&





Pour de velopper ces e quations, nous utiliserons les deux faits suivants:
 les seules relations de de pendance line aire entre les restrictions a
:, j, k(C) des fonctions X [ eiw } &(x } X ) sont des donne es par l’e galite
eisx } :w } &(x } X )=ei&(w&1(x } (X&(i?:, j+2ik?)H:)))=ei&(w&1(x } X ))e(&%:, j+2k)w } &(hx } :)
pour tout X # :, j, k(C).
 si X # :, j, k(C), on peut supposer quitte a inverser les ro^les de C et
de s:, j, k } C que pour tout t>0 assez petit, X+tih: # C, et pour tout t<0
assez petit X+tih: # s:, j, k } C.
Les relations (1) entrainent donc, pour tout { # W(z, a):
{
bb ({, C, &)+e(2k&%:, j )w } &(hx } :) bb(sx } :{, C, &)
+bb({, s:, j } k } C, &)+e(2k&%:, j )w } &(hx } :)bb(sx } :{, s:, j, k } C, &)=0
bb({, C, &)&e(2k&%:, j )w } &(hx } :)bb(sx } :{, C, &)
+bb({, s:, j, k } C, &)&e(2k&%:, j )w } &(hx } : ) bb(sx } :{, s:, j, k } C, &)=0
D’ou en sommant ces deux e quations:
bb({, C, &)+bb({, s:, j, k } C, &)=0.
Ceci nous donne une premie re relation entre les constantes bb({, C, &).
Supposons maintenant que %:, 0=0, c’est-a -dire que : est une racine
(imaginaire) de 2(zC , bC ). Nous omettrons l’indice j (=0 ici) dans les
192 DAVID RENARD
File: ARCHIV 304730 . By:BV . Date:08:07:07 . Time:10:40 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 3133 Signs: 2057 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
notations introduites pre ce demment, et nous noterons s:, k la re flexion
orthogonale (pour la forme de Killing) par rapport a l’hyperplan H:, k .
Ainsi s:, k } C est l’image de C par s:, k , et les notations sont cohe rentes. Soit
C une chambre ayant pour mur H:, k . Supposons que : soit une racine
imaginaire compacte (dans 2(zC , bC)). Alors :, k(C)/bE et la fonction F &b
se prolonge au voisinage de tout point de :, k(C) en une fonction inde fini-
ment diffe rentiable. De me^me que ci-dessus, on en de duit que pour tout
{ # W(z, a):
bb({, C, &)+bb({, s:, k } C, &)=0.
Nous supposons maintenant que nous sommes dans le dernier cas res-
tant a e tudier, a savoir celui ou %:, 0=0 et : est une racine imaginaire non
compacte de 2(zC , bC ). Soient X: et X&: des vecteurs radiciels dans zC
respectivement pour les racines : et &: de sorte que [X: , X&: , H:] soit
un sl2-triplet et X:=X&: . Posons
b1=Ker :+Ri (X:&X&:)
C’est une sous-alge bre de Cartan de z, dont la partie elliptique est de
dimension strictement infe rieure a celle de b. Notons c:=exp(&i (?4)
(X:+X&:)) que l’on conside re comme un e le ment du groupe adjoint de
zC . On a c: } bC=b1C . Nous supposons de plus P adapte a :. Remarquons
que pour toute sous-alge bre de Cartan l de z, pour tout syste me de racines
imaginaires positives 7 de 2(gC , bC ), pour tout u # S(lC), on a l’egalite
d’ope rateurs diffe rentiels sur l:
({7 (u)) b e&\7=e&\7 (u). (2)
La se rie de fonctions qui de finit F &b est absolument et uniforme ment con-
vergente sur chaque composante connexe de bE . On peut donc de river et
passer a la limite terme a terme. En utilisant (2), ceci donne pour tout
u # S(bC ), pour tout X # :, k(C):
[({P(u)) } F &b]
&
: (X )= :
# # 1b





Le re seau 1b1 est inclus dans Ker :=b & b1 : c’est l’ensemble des # # 1b tels
que :(#)=0. Nous distinguons deux cas:
Premier cas. Pour tout # # 1b , pour tout X # :, k(C), X+# # bz &In&Reg .
Cette proprie te ne depend pas du choix de X # :, k(C), c’est-a -dire que si
elle est re alise e pour l’un d’entre eux, elle l’est pour tous. Alors tout les
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termes dans la somme du second membre de (3) sont nuls, d’ou pour tout
u # S(bC )
[({P(u)) } F &b]
&
: (X )=0.
On de duit alors de (4) comme nous l’avons de ja fait pre ce demment les
relations:
bb({, C, &)+bb({, s:, k } C, &)=0.
Second cas. Il existe #0 # 1b et X # :, k(C) tel que X+#0  bz&In&Reg ,
c’est-a -dire qu’il existe une racine imaginaire non compacte $ dans
2I (zC , bC ) telle que $(X+#0)=0. Cette proprie te est alors aussi re alise e
pour tout autre point de :, k(C). Comme #0 # 1b , il s’ensuit que
$(#0) # 2i?Z, d’ou $(X) # 2i?Z, et donc $=\:. Or, :(X )=2ik?, donc
:(#0)=&2ik?. Posons X1=X+#0 . Notons C+#0 la translate e de C
par #0 : c’est une composante connexe de b[s] . Nous avons alors
X1 # :, 0(C+#0). Montrons que pour tout # # 1b"1b1 , X1+# # bz &In&Reg :
on a en effet :(X1+#)=:(#){0 puisque #  Ker :, et on ne peut avoir
$(X1+#)=0 pour ${\:. Il s’ensuit que les points X1+#, # # 1b"1b1 ne
produisent pas de sauts dans la somme du second membre de (3). On peut
donc e crire:









Le syste me P est adapte a :, c’est-a -dire que pour toute racine ; # P telle
que ;(H:)>0, la racine &s: } ; # P. Si X # Ker :, on a ;(X)&s: } ;(X)=0.
Or, l’ensemble des racines $ de P telles que $(H:)=0 s’envoie par c: sur
un syste me P1 de racines imaginaires positives de 2(gC , b1C). On en de duit
que pour tout # # 1b1 :
\P(X1+#)=\P1 (X1+#). (5)
On ve rifie facilement que pour tout # # 1b1 , (X1+#, b, Ps , b1 , (P1)s) est une
donne e de saut pour z. La relation de saut applique e a la fonction 9 z& de
I(z) donne donc:




: (X1+#)=id (X1+#) (c:(u)) } (aP1s9
z
&)(X1+#) (6)
ou d(X1+#)=1 ou 2 selon que la re flexion s: est repre sente e par un
e le ment de ZX1+# ou non. On peut donc ree crire (4) sous la forme
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Or, pour tout # # 1b1 , on a d(X1+#)=d(X1): en effet, si y # Z
X1 repre sente
s: , alors pour tout # # b1 , y # ZX1+#. Le second membre de (7) est alors
e gal a




Posons C1=C+#0 . On conside re dans b1 l’ouvert connexe :, 0(C1)_
Ri(X:&X&:). Il est clair qu’il ne rencontre aucun hyperplan H;, j, k ,
; # 2I (gC , b1C ), donc il est inclus dans une composante connexe C$1 de
b1[s] . Posons y=xc&1: : c’est un e le ment du groupe adjoint de zC qui envoie
b1C sur aC . On a alors l’expression locale pour tout X1 # C$1 :
F &b1 (X1)= :
w # W(z, a)
bb1 (w, C$1 , &)e
iw } &( y } X1).







[({P(H:)) } F &b]
&




Le second membre de (10) est nul: ceci provient du fait que f &b1 est
invariante part W(Z, b1), donc en particulier par la re flexion par rapport
a la racine re elle c: } :=;. Cette re flexion est d’autre part re alise e dans la
composante neutre de ZX1, ceci de coule du cas de SL(2, R). Il est facile de
voir que la constante d(X1) ne de pend pas de X1 # :, 0(C1), on la notera d: .
Comme la fonction F &b est invariante par translation par les e le ments de 1b ,
et donc en particulier par #0 , on a pour tout u # S(bC):
[({P(u)) } F &b]
&





Pour developper la relation (9), nous avons besoin du lemme suivant:
Lemme 5.4. Avec les notations pre ce dentes on a x } #0 # ia et pour tout
$ # 2(z, a), $(x } #0) # 2i?Z. De plus x } #0 # ; # W( z , a ) iZh; .
De monstration. On a une de composition b=bIbR et a la conjugaison
par un e le ment de Z pre s, on peut supposer bR/a. Plac ons nous dans ce
cas. On a alors x } bR/a et x } bI/ia. On a donc
$(x } #0)=x&1 } $(#0) # 2i?Z.
Posons M=GbR. Les alge bres a et b sont des sous-alge bres de Cartan de
m, donc il existe m dans le groupe adjoint mC tel que m } bC=aC . Soit m1
l’orthogonal de bR dans m pour la forme biline aire } | m . On a alors
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m=bRm1 et a=bR a1 ou a1=a & m1 . Les alge bres bI et a1 sont des
sous-alge bres de Cartan de m1 . L’une est compacte et l’autre est de ploye e,
ce qui prouve que m1 est semi-simple. De plus on a m } bI/ia1 . Il de coule
facilement de [B4, lemme 4.2.2], que m } #0 # ; # W( m , a1 ) iZh; . Soit x
comme dans l’e nonce du lemme. Alors il existe w # W(z, a) tel que
x=w } m, et la dernie re assertion du lemme en de coule. Ceci termine la
de monstration du lemme.
On pose x } #0=; # 2( z , a )&in;h; , n; # Z. On a alors:
eiw } &( y } X1)=eiw } &(x } X )e; # 2(z, a) n; w } &(h; ).
On de duit alors de (9) et (10) les relations suivantes: pour tout
w # W(z, a),
bb(w, C, &)+e2kw } &(h:) bb(sx } :w, C, &)+bb(w, s:, k C, &)
+e2kw } &(h: )bb(sx } : w, s:, kC, &){ =d:e; # W(z, a) n; w } &(h;) (bb1 (w, C$1 , &)+(bb1 (sy } :w, C$1 , &));bb(w, C, &)&e2kw } &(h: ) bb(sx } :w, C, &)+bb(w, s:, kC, &)
&e2kw } &(h:) bb(sx } :w, s:, kC, &)=0.
En sommant on obtient
bb(w, C, &)+bb(w, s:, kC, &)= 12d: e
; # W (z, a) n; w } &(h;)
_(bb1 (w, C$1 , &)+(bb1 (sy } :w, C$1 , &))
Pour w # W(z, a) et & # a*z&reg(C) fixe s, la famille des constantes bb(w, C, &)
est l’unique solution du syste me (V) forme par les e quations (on omet w et
& des notations):
(i) b(C)+b(s:, j, k } C )=0 si j{0, : # 2I (gC , bC ) et H:, j, k est un
mur de C.
(ii) b(C)+b(s:, k } C)=0 si : # 2I (zC , bC) compacte et H:, k est un
mur de C.
(iii) b(C)+b(s:, k } C)=0 si : # 2I (zC , bC) non compacte, H:, k est un
mur de C, et si pour tout # # 1b , pour tout X # :, k(C), X+# # bz&In&Reg .
(iv) b(C)+b(s:, k } C)=(d:2) e ; # 2(zC , aCn;&(h: ) (bb1 (w, C$1 , &)+bb1 (sy } : w,
C$1 , &)) si : # 2I (zC , bC ) non compacte, H:, k est un mur de C, et si il existe
#0 # 1b , tel que pour tout X # :, k(C), X1=X+#0  bz&In&Reg , les nota-
tions e tant les me^mes que ci-dessus.
(v) b(C+#)=e&iw } &(x } #)b(C) pour tout # # 1b .
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La dernie re e galite provient de l’invariance de f &b par translation par les
e le ments de 1b . Il est clair que C+# est une composante connexe de b[s] .
De montrons que la solution d’un tel syste me est bien unique. Il suffit de
ve rifier que le systeme homoge ne associe admet comme solution unique la
solution triviale. Soit b$(C) une solution de ce syste me homoge ne. Soit Wa
le groupe de Weyl affine engendre par les s:, k . Soit Ta l’ensemble des
translations de Wa . On a 1b/Ta (c’est un sous-re seau). Les e quations
homoge nes correspondant a (i), (ii), (iii), et (iv) montrent que pour toutes
composantes connexes C et C$ de b[s] , on a b$(C)=\b$(C$) et donc en
particulier pour tout # # 1b on a b$(C+#)=\b$(C). Si b$(C){0 ceci
entraine d’apre s (v) que pour tout # # 1b
eiw } &(x } #)=\1
et donc
Re(iw } &(x } #))=Re(w } &(ix } #))=0.
On en de duit que pour tout ; # 2I (zC , bC ), Re(w } &(x } h;))=0 car 1b
engendre bI . Ceci contredit la re gularite de Re &. On a donc b$(C)=0 pour
toute composante connexe C de b[s] , ce qui finit de prouver que la solution
du syste me est unique.
D’apre s l’hypothe se de re currence, les bb1 (w, C$1 , &) sont des fractions
rationnelles en les e&(h;), ; # 2(zC , aC ). On peut choisir un nombre fini de
composantes connexes C1 , ..., Cr telles que toute composante connexe de
b[s] soit la translate e d’une des Ci par un e le ment du re seau 1b . Le syste me
(V) est donc e quivalent a un syste me line aire fini ayant une solution unique.
D’apre s les formules de Cramer, l’hypothe se de re currence est ve rifie e
pour b. Ceci termine la preuve du lemme 5.3.
Corollaire 5.5. Fixons un syste me de racines positives 2+ dans 2(z, a).
Alors pour tout : # 2+, il existe des re els c:, 1 , ..., c:, n: deux a deux distincts





j=1 } } } n:
(eic:, j&e&(h:)) bb(w, C, &)
soit un polyno^me en les e&(h;), ; # 2(z, a). En particulier elle se prolonge en
une fonction analytique sur a*C .
La de monstration est identique a [B4, corollaire 6.3.3].
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Une estimation de la croissance.





|(u) } f &b(X )|
Dans ce paragraphe nous allons montrer le the ore me suivant:
The ore me 5.6. Pour toute sous-alge bre de Cartan b de z et pour tout




k (& # a*)
Il suffit pour cela de conside rer un ensemble de repre sentants des classes
de conjugaison sous Z des sous-alge bres de Cartan de z. Soit b l’un de ces
repre sentants que l’on choisira de sorte que bR/a. On note alors M=ZbR .
Il existe un sous-groupe ferme M1 de M tel que M&M1_exp bR (voir [R,
proposition 16.2]) et l’on a a=a & m1bR . Si & # a*C , on note &1 (resp. &R)
la composante de & dans l’orthogonal de bR (reps. dans b*R). Rappelons que
M1 est semi-simple a centre fini et que bI est une sous-alge bre de Cartan
compacte de m1 .
Conside rons les fonctions f &b construites plus haut: elles l’ont e te en
re fe rence a z. Nous les noterons maintenant f &b, z , et nous noterons f
&
b, m les
fonctions construites de la me^me manie re mais en re fe rence a m. Il est facile
de voir que la de finition de b[s] est la me^me que l’on se place dans m ou
dans z. On a alors:
Lemme 5.7. On a l ’e galite de fonctions sur b[s] , pour tout & # a*z&reg(C):
f &b, z= :
w # W(z, a)W(m, a)
f w } &b, m
De monstration. On a pour tout X # b[s] ,
f &b, z(X )= :
# # 1b
=s(X+#) 9 z&(X+#)
or, d’apre s le the ore me d’unicite des fonctions orbitales sur les alge bres de
Lie, on a
9 z&= :
w # W(z, a)W(m, a)
9 mw } & .
De plus, on remarque que =s et 1b ne de pendent pas du fait que l’on
travaille avec z ou m. Ceci termine la de monstration du lemme.
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Ainsi, si u # S(bC), pour montrer que pb , u( f &b, z) est a croissance poly-
nomiale, il suffit de montrer pour pb, u( f
&
b, m). On de duit facilement du





Il suffit donc de montrer que pbI , v( f
&
bI , m1
) est a croissance polynomiale
pour tout v # S(bI C ). On se rame ne ainsi a la situation ou b=bI et ou Z
est semi-simple. On supposera donc dans la suite que b et Z ve rifient ces
proprie te s. Ceci implique en particulier que 2(z, a) engendre a*, en effet z
est de ploye e et contient une sous-alge bre de Cartan de type compact (en
l’occurence b).
La partie b[s] de b est obtenue a partir d’un nombre fini de ses com-
posantes connexes par translation par des e le ments de 1b . On fixe une
composante connexe C de b[s] : comme b est de type compact, C est
relativement compacte. Il suffit donc de montrer que pour tout u # S(bC),
il existe une constante C et un entier k tels que
sup
X # C
|((u) } f &b, z)(X )|(1+&&&)
k.
Rappelons que f &b, z admet l’expression locale suivante, pour tout X # C:
f &b, z(X )= :
w # Wza
bb(w, C, &) eiw } &(x } X ).
On fixe une composante connexe F de a*z&reg et l’on note 2
+ le syste me
des racines : # 2(z, a) ve rifiant &(H:)>0 pour tout & # F. Il de coule du
corollaire 5.5 que pour tout : # 2+, on peut trouver des re els deux a deux
distincts c:, 0 , ..., c:, n: avec c:, 0=0 de sorte que pour tout W # W(z, a) la
fonction
‘




(eic:, j&e&&(h:))+ bb(w, C, &)
soit un polyno^me en les e&(h;), ; # 2(z, a). La fonction
‘




(eic:, j&e&&(h:))(e&ic:, j&e&&(h:))+ bb(w, C, &)
est aussi un polyno^me en les e&(h;), ; # 2(z, a). On le note pw . On e crit
pw(&)=: c(w, #)e&(#)
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ou la somme est prise sur # # ; # 2( z , a ) Zh; et les c(w, #) sont tous nuls sauf
un nombre fini d’entre eux. La fonction
‘
: # 2+ \ ‘
n:
j=1
(eic:, j&e&&(h:))(e&ic:, j&e&&(h:))+ (1)
est borne e sur F ainsi que son inverse. On de duit alors du lemme 5.1 (iii)
que pour tout X # C, la fonction
| pw(&)eiw } &(x } X )|
est borne e sur F. Donc d’apre s [Var, lemme 1.7.6], pour tout w # W(z, a)
et pour tout # # ! # 2(z, a) Zh; , on a
c(w, #){0 O &(iw&1 } (x } X)+#)0 (2)
pour tout X # C, et pour tout & # F. Cette ine galite reste valable pour tout
X # C , et pour tout & # F . Comme f &b, z est W(Z, b)-invariante, on a pour
tout w, { # W(z, a) et pour tout & # a*z&reg
bb(w{, C, &)=bb(w, C, { } &).
Posons h+= 12: # 2+ h: . On de duit de l’e galite pre ce dente et de la defini-
tion de pw que pour tout w, { # W(z, a), pour tout # # ; # 2( z , a ) Zh; , on a
c(w{, #)==({) c(w, { } #+(2n+1)({ } h+&h+)).
Donc c(w, #){0 O c(w{, {&1 } #+(2n+1)({&1 } h+&h+)){0. On a alors
dans ce cas pour tout X # C , pour tout & # F , et pour tout { # W(z, a):
&({&1 } (w&1 } (x } X )+#)+(2n+1)({&1 } h+&h+))0.
On a pour tout u # S(bC ), pour tout X # C
(u) } f &b, z(X )= :
w # W(z, a)
bb(w, C, &) u(ix&1 } w } &) eiw } &(x } X ).
Comme l’inverse de la fonction donne e par (1) est borne e sur F, il suffit
maintenant de prouver que si c(w, #){0, on a une estimation
|w # W( z , a ) pw(ix&1 } w } &) eiw } &(x } X ) |
|>: # 2+ (1&e&&(h:))|
C(1+&&&)k (3)
200 DAVID RENARD
File: ARCHIV 304738 . By:BV . Date:08:07:07 . Time:10:40 LOP8M. V8.0. Page 01:01
Codes: 3056 Signs: 1745 . Length: 45 pic 0 pts, 190 mm
pour tout x # C et tout & # F. Il est clair que pour obtentir l’estimation (3),
il suffit de montrer que si c(w, #){0, on peut faire une majoration du type
|{ # W( z , a ) =({) v({ } &) e&({
&1 } (w&1 } x } X+#)+(2n+1)({&1 } h+&h+)) |
|>: # 2+ (1&e&&(h: ))|
C(1+&&&)k
(4)
sur F inde pendamment de X # C, v e tant un e le ment de S(aC ).
On note :1 , ..., :r la base de 2+, et pour tout 1 jr, on pose hj=h:j .
Les hj , j=1 } } } r forment une base de a et l’on note [*j]rj=1 la base duale.
On a alors F =rj=1 R+*j . On de duit alors de la formule (2) que l’on a:
c(w, #){0 O *j ({&1 } (w&1 } x } X+#)+(2n+1)({&1 } h+&h+))0 (5)
pour tout X # C , tout 1 jr, et tout { # W(z, a).
Pour toute partie P de [1, ..., r] on note
FP=[& # F; &(hj )1 si j # P, &(hj )1 si j # P, &(hj )1 sinon].
On note 2P le sous-syste me de racines de 2(z, a) engendre par les :j pour
j # P, WP son groupe de Weyl et 2+P =2P & 2
+. Le sous-espace engendre
par les hj pour j # P sera note aP et l’intersection des noyaux des *j , j # P
sera note e aP. On obtient ainsi une somme directe a=aPaP de sous-
espaces vectoriels stables par WP . On identifie le dual de chacun de ces
deux espaces a l’orthogonal de l’autre dans a*, de sorte que a*=a*PaP*.
Un e le ment y # a se de compose en Y=YP tandis qu’un e le ment & # a* se
de compose en &=&P+&P. Pour tout 1 jr, *j # aP* si j  P et *j # aP* si
j # P. On sppose c(w, #){0. Pour montrer (4), il suffit de montrer que pour
tout { # W(z, a), on a une estimation du me^me genre pour
|’ # Wp =(’) v({’ } &) e
(’&1{&1 } (w&1 } x } X+#)+(2n+1)(’&1{&1 } h+&h+)) |
|>: # 2+ (1&e&&(h:))|
C(1+&&&)k (6)
sur FP inde pendante de X # C. Posons
Y(’)=’&1{&1 } (w&1 } x } X+#)+(2n+1)(’&1{&1 } h+&h+).
Il est clair que Y(’)P ne de pend pas de ’. On le notera simplement YP. Le
nume rateur de (6) s’e crit alors
} :’ # WP =(’) v({’ } &) e
&P (Y(’)P)e& P(YP ) }. (7)
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L’e le ment {&1 } & de S(aC) s’e crit comme une somme finie de termes de la
forme vPvP ou vP # S(aPC ) et v
P # S(aPC). On a (vPv
P )(’ } &P)vP(&P) pour
tout ’ # WP . Ainsi (7) est infe rieur ou e gal a une somme finie de termes de
la forme
} :’ # WP =(’)u(’ } &P)e
&P (Y(’)P) v(&P) e& P (Y P ) }
ou u # S(aPC) et v # S(a
P
C).
On de duit de (5) que pour tout & # FP on a &P(YP)0. Il existe donc
une constante Cv inde pendante de X # C et un entier kv tels que
|v(&P)e& P (YP )|Cc(1+&&&)kv.
La fonction
1
|>: # 2+ "2P+ (1&e
&&(h:))|
est borne e sur FP , il suffit donc maintenant de montrer que la fonction
& [
|’ # WP =(’) u(’ } &P) e
&P (Y(’)P) |
|>: # 2P+ (1&e
&&(h:))|
est borne e sur FP inde pendamment de X # C. On peut mettre Y(’)P sous
la forme ’&1 } Y$P&(2n+1)h+P , de sorte que &P(Y(’)P)=’ } &P(Y$P)&
(2n+1) &P(h+P ). On a aussi &(h:)=&P(h:) pour tout : # 2P . L’e le ment Y$P
reste dans un ensemble borne quand & parcourt FP . On voit alors qu’il
suffit de montrer que pour tout u # S(aPC ) la fonction
.: (&, Y) [
|’ # WP =(’)u(’ } &P) e
&P (Y(’)P ) |
|>: # 2P+ (1&e
&&(h:))|
est de classe C sur a*P_aP : en effet ceci implique qu’elle reste borne e lors-
que & et Y de crivent des parties borne es respectivement dans a*P et aP . Le
de nominateur de . est le produit d’une fonction de classe C en & qui
ne s’annule en aucun point de a*P par >: # 2P+ &(h:). Le fait que . soit de
classe C est alors une version avec parame tre d’un re sultat connu [Hel,
lemme 3.1].
Ceci ache ve la de monstration du the ore me 5.6.
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6. THE ORE ME D’UNICITE DES FONCTIONS
ORBITALES PROPRES




de l’ordre de Hira@ , de fini de la manie re suivante: Soient A
et B des sous-espaces de Cartan de G
*
t
. On dira que [B][A] (la nota-
tion [A] de signant la classe de conjugaison de A) si et seulement s’il existe
g # G> tel que g } bR/aR . Rappelons que le groupe G admet un sous-
groupe compact maximal K rencontrant toutes les composantes connexes
de G. On a alors
Lemme 6.1. Il n’y a qu’une classe minimal pour cette ordre, que l ’on
appelle la classe fondamentale. Le sous-espace de Cartan A est dans la classe







pour un certain e le ment g # G>. De plus si le syste me de
racines 2(gC , aC ) ne contient pas de racines re elles, A est alors dans la classe
fondamentale.
De monstration. D’apre s [R], the ore me 12.1, on peut toujours trouver
g # G> tel que g[AI ]/K*
t
. On supposera donc que AI/K*. Soit s # AI .
Comme aI est une sous-alge bre abe lienne de ks compose e d’e le ments
semi-simple, elle est incluse dans une sous-alge bre de Cartan t de ks.
Donc s exp aI=AI est inclus dans le sous-espace de Cartan s exp t de K*
t
.
Il s’ensuit que AI est un sous-espace de Cartan de K*
t
si et seulement si aI
est une sous-alge bre de Cartan de ks.
Soit A un sous-espace de Cartan de G
*
t








pose choisi de sorte que BI/K*
t
. Il s’ensuit que BI est inclus dans un sous-
espace de Cartan K
*
. Deux sous-espaces de Cartan de K
*
t
e tant conjugue s
(voir lemme 12.12), il existe g # G> tel que g[BI ]/AI . On suppose mainte-
nant BI/AI . Soit s # BI et posons z=gs. On a alors bI/aI et a, b sont des
sous-alge bres de Cartan de z. Posons m=zbI : alors b est une sous-alge bre
de Cartan de ploye e (modulo le centre) de m. Donc il existe m # M (le sous-
groupe analytique de G asocie a m) tel que m } aR/bR . Ceci prouve que
[A] est minimale pour l’ordre de Hira@ .
Re ciproquement, supposons [A] minimal pour l’ordre de Hira@ . Soit
s # AI . On suppose toujours AI/K*
t
. Il s’ensuit que aI est une sous-alge bre
abe lienne de ks, incluse dans une sous-alge bre de Cartan bI de ks. Sup-
posons que cette inclusion soit propre, et comple tons bI en une sous-




. De plus, par un raisonnement analogue a celui fait ci-dessus,
on peut trouver m # M=(G aI )
%
tel que m } bR/aR , ce qui constitue une
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contradiction avec le fait que [A] est minimale. On a donc ne cessairement
aI=bI , ce qui montre que AI est un sous-espace de Cartan de K*
t
.




tel que 2(gC , aC ) ne contienne pas de racines re elles et AI/K*
t
.
Alors aucune racine de 2(gC , aC ) n’est identiquement nulle sur aI , ce qui
implique que l’on puisse trouver Y # aI re gulier. Soit s # AI et z=gs. On a
alors a=zY et aI=(ks)Y. Ceci entraine que aI est une sous-alge bre de Car-
tan de ks, et donc que [A] est fondamentale.
Nous pouvons maintenant e noncer le the ore me d’unicite qui donne son
titre a cette section:




* # (aR)*C+ia*I tel que Im *(H:){0 pour toute racine re elle : de 2(gC , gC ).




(i) pour tout z # Z(gC ), on a z } 9=(#ga(z)(*))9
(ii) pour tout sous-espace de Cartan de G
*
t
tel que [A][B], la
restriction de 9 a Breg est nulle.
Alors 9 est nulle.
La de monstration de ce the ore me occupera la fin de cette section.
Notons GC le groupe adjoint de gC . Nous avons besoin du lemme suivant:
Lemme 6.3. Soient A et * comme dans le the ore me ci dessus. Soit B un
sous-espace de Cartan de G
*
et soit g dans GC tel que g } aC=bC . Alors si
la restriction de g } * a bI est imaginaire pure, ne cessairement [A][B].
De monstration. On identifie g et g* gra^ce a la forme }, et * a iY,
Y # (aR)C+aI tel que :(Re Y ){0 pour toute racine re elle : de 2(gC , aC).
Si Y=YI+YR avec YI # aI et YR # (aR)C , alors ceci revient a demander
que :(Re(YR)){0 pour toute racine re elle : de 2(gC , aC). On peut alors
reformuler l’hypothe se sur * de la fac on suivante: g } (Re(YR)) # bR . Posons
Re(YR)=Y$ de sorte que l’on est ramene a prouver l’assertion: soit Y$ # aR
tel que :(Y$){0 pour toute racine re elle : # 2(gC , aC ) et soient B un sous-
espace de Cartan de G
*
t
, g dans le groupe adjoint de gC tel que g } aC et
g } Y$ # bR . Alors [A][B].






& M. D’apre s [PR,
The ore me 21], il existe x # G> tel que xg } Y$=Y$, donc x } b/m. Il est
clair que xBx&1 centralise Y$, donc xBx&1/M
*
t
. D’autre part, a n’a aucune
racine re elle dans m, car les racines de a dans m sont les racine de a dans




donc il existe m # M & G> tel que aR/mx } bR , et donc [A][B].
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Revenons maintenant a la de monstration du the ore me. Supposons que 9
soit non nulle et soit B dont la classe est maximale parmi les sous-espaces
de Cartan de G
*
t
ou la restriction de 9 est non nulle. Si P est un syste me
de racines imaginaires pures positives de 2(gC , bC ), il de coule des relations
de saut que bp9 |B se prolonge en une fonction de classe C sur B. Soit g
un e le ment de GC qui envoie aC sur bC . Soit y # B et notons b[ y]=[X # b;
y exp X # BI&Reg]. On conside re la fonction 9y : X [ 9( y exp X) sur b[ y] .
Elle ve rifie d’apre s (i) et les re sultats de la section 13 de [R] les e quations
diffe rentielles:
(u) } 9y=u( g } *)9y (u # 8(S(hC )W(gC , h C ))/S(bC ))
les notations e tant celles de la section 13 de [R]. D’apre s le lemme 3.6.24
de [B1], on a
8(S(hC)W(gC , hC)) S(bC)= :
w # W(gC , bC)
Ker /w } *
t
ou /w } *
t est le caracte re de S(bC) de fini par /w } *
t(u)=w } *(u). Il s’ensuit
que pour toute composante connexe U de b[ y] , il existe des polyno^mes
a(w, U, *), w # W(gC , aC ) telles que pour tout X # U
9y(X )= :
w # W(GC , aC)
a(w, U, *)(X)ew } *( g&1 } X).
Posons \P= 12: # P :. On a alors par un calcul simple:
bP( y exp X )2=(&1) |P| ‘
: # P
det(Ad y&1) |g:C e
&2\P (X ).
Comme la fonction X [ bP( y exp X ) est de classe C sur U, il existe une
constante b(U ) telle que
bP( y exp X)=b(U )e&\P(X ) (X # U )
Comme la fonction bP9 |B se prolonge en une fonction C sur B, les
polyno^mes b(U )a(w, U, *) ne de pendent pas de U. Posons a$(w, *)=
b(U )a(w, U, *) de sorte que
(bP9 |B)( y exp X )= :
w # W(GC , aC )
a$(w, *)(X )ew } *( g&1 } X )&\P (X )
pour tout X # b. Cela implique en particulier que si a(w, U, *){0,
(w } *( g&1 } #)&\P(#)) # 2i?Z pour tout # # 1b . Il s’ensuit que la partie
re elle de cette expression est nulle. Or, 1b engendre bI , donc
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Re(w } *( g&1 } X ))=0 pour tout X # bI , c’est-a -dire que la restriction de
g } (w } *) a bI est imaginaire pure. Comme on a suppose 9 |B non nulle, il
existe w tel que a$(w, *){0. Donc d’apre s le lemme pre ce dent, on a
[A][B], ce qui contredit la proprie te (ii). Ceci termine la preuve du
the ore me.
7. CONSTRUCTION DE FONCTIONS ORBITALES PROPRES
(CAS DE PLOYE )
Dans cette section, on suppose que G
*
t
contienne un sous-espace de
Cartan A de ploye . On pose A=s exp a ou a=aR et s est le seul e le ment
elliptique de A. On reprend les notations de la section 4. Pour tout sous-




‘As exp zG > (B)=[ g # G
> ; s # gBg&1/s exp z]
Le groupe Z ope re par multiplication a gauche sur cet ensemble et le
quotient Z"‘As exp zG > (B) est fini. On pose pour tout X # ( g } b)[s] ,
f &g } b
t
(s exp X )=f &g } b(X ).
Le membre de droite, fait intervenir s dans sa de finition (voir section 4),
me^me si ceci n’est pas explicite dans les notations. On de finit la fonction
9 Gs, & sur (G*
t
)reg de la fac on suivante. Soit x # G*, re gulier. Soient g
x=b et
B=x exp b. On pose
9 Gs, &(x)= :
g # Z"‘AG >
s exp z (B)
f &g } b
t
( gxg&1)
ou la somme est prise sur un syste me de repre sentants. La fonction 9 Gs, & est
bien de finie car pour tout z # Z, pour toute sous-alge bre de Cartan l de z,
pour tout X # l[s] on a
f &z } l
t
(zs exp Xz&1)= f l&
t
(s exp X ).
Si ‘As exp zG > (B) est vide on pose 9
G
s, &(x)=0.
Proposition 7.1. Soit & # a*reg(C). La fonction 9 Gs, & appartient a l ’espace
des fonctions orbitales I(G
*
t
). Elle ve rifie de plus:
(i) z } 9 Gs, &=#ga(z)(i&)9
G
s, & (z # Z(gC ))
(ii) 9 Gs, &(s exp X )=w # W (G > & G s, a) e
iw } &(X ) pour tout X # a.
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De monstration. La fonction est G> invariante par construction. Il est
aussi clair qu’elle est de classe C sur (G
*
t
)reg , puisque pour tout sous-
espace de Cartan B, sa restriction a B est somme finie de fonctions C, en
l’occurence les fonctions
x [ f &g } b
t
( gxg&1).
D’apre s le lemme 5.1 (ii), la fonction 9 Gs, & ve rifie I1(G*
t
). Soit B un sous-
espace de Cartan de G
*
t
et soit P un syste me de racines imaginaires
positives de 2(gC , bC ). Soit g # ‘As exp zG > (B). Notons Fg la fonction de finie
sur ( gBg&1)I&Reg par
Fg(s exp X )=bP(s exp X ) f &g } b
t
(s exp X )
= :
# # 1g } b
e&\g } P (X+#)a( g } P)s (X+#) 9
z
&(X+#). (1)
On remarque que si F &g } b est la fonction de finie dans la section 4, on a
l’e galite :
Fg(s exp X )=F &g } b(X ) (X # ( g } b)reg) (2)
D’apre s le lemme 5.1 (iv), cette fonction se prolonge en une fonction
inde finiment diffe rentiable sur l’ouvert V des e le ments y # gBg&1 tels que
y=s exp X avec X # ( g } b)E . Montrons que ( gBg&1)I&Reg/V. Soit
X  ( g } b)E : il existe une racine imaginaire non compacte : de 2(zC , g } bC )
telle que :(X) # 2i?Z. On a donc pour tout X: # z:C , Ad(s exp X )(X:)=X: ,
et donc X: # gs exp X. Il est alors clair que : est une racine imaginaire non
compacte de 2(gs exp XC , g } bC ), donc s exp X  ( gBg
&1)I&Reg , ce qui prouve
l’inclusion voulue. Il s’ensuit que 9 Gs, & ve rifie I2(G*
t
), puisque pour tout
b # BI&Reg :
(bP9 Gs, &)(b)= :
g # Z"‘AG >
s exp z (B)
Fg( gbg&1).
Montrons maintenant que 9 Gs, & ve rifie I3(G*
t
). Soit (b, B, P, B1 , P1 , c:)
une donne e de saut. Notons ;=c: } :: c’est une racine re elle de 2(gC , b1C).
Pour tout g # ‘As exp zG > (B1), on de finit une fonction F
1
g sur ( gB1 g
&1)I&reg
par la formule (1) en remplac ant B par B1 et P par P1 . Pour tout u # S(bC)
on a
[({P(u)) } (bP9 Gs, &) |B]
&
: (b)= :
g # Z"‘AG >
s exp z (B)
[( g } {P(u)) } Fg]&g } : ( gbg
&1)
(3)
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et
({P1(u)) } (bP1 9
G
s, &) |B1 (b)= :
g # Z"‘AG>
s exp z (B1)




Nous allons maintenant montrer que ‘As exp zG> (B1)/‘A
s exp z
G > (B). Soit
g # ‘As exp zG > (B1). E crivons gbg
&1=s exp Y ou Y # g } b1 .
On a det(Id&Ad b) |g ;C=0 d’ou det(Id&Ad(s exp Y )) |gCg } ;=0.
Comme s est elliptique, les valeurs propres de Ad s sont de module 1.
Les valeurs propres de Id&Ad(s exp Y ) sur gg } ;C sont donc de la forme
1&ei%e g } ;(Y ) ou ei% est une valeur propre de Ad s sur g g } ;C . Comme ; est
re elle, pour que ceci soit nul, il faut ne cessairement que ei%=1 et
g } ;(Y)=0. Donc g } ; est une racine de (zC , g } b1C ) et g
gbg&1/z car g gbg&1
est engendre e par g } b1 et les sous-espaces radiciels de dimension 1
correspondant a \g } ;. Comme b/z in a g } b/g gbg&1/z, de plus Y est
dans le centre de g gbg&1 car les racines de g } b1 dans g gbg
&1
sont \g } ; et
elle annulent Y. Il s’ensuit que Y # g } b, d’ou gbg&1 # s exp g } b. On donc
s # gBg&1=s exp g } b/s exp z, d’ou g # ‘A s exp zG> (B).
Montrons maintenant que pour g # ‘As exp zG > (B), g  ‘A
s exp z
G> (B1), les fonc-
tions Fg ne produisent pas de sauts.
Premier cas. Suposons que g } : ne soit pas une racine de (zC , g } bC ).
Alors pour tout # # 1g } b , Y+# est re gulier dans z. En effet supposons qu’il
existe une racine $ # 2(zC , g } bC ) et # # 1g } b tels que $(Y+#)=0. On a
alors det(Id&Ad(s exp Y ))z$C=1&e
$(Y )=1&e$(Y+#)=0. Comme on a
une donne e de saut en b, on a ne cessairement $=\g } :, ce qui est en con-
tradiction avec l’hypothe se. On de duit alors du lemme 5.1 que Fg est de
classe C au voisinage de s exp Y et donc ne produit pas de sauts.
Second cas. Supposons que \g } : # 2(zC , g } bC ). Alors pour tout
# # 1g } b , Y+# est re gulier dans z. En effet supposons qu’il existe une
racine $ # 2(zC , g } bC ) et # # 1g } b tels que $(Y+#)=0. On a alors
det(Id&Ad(s exp Y))z$C=1&e
$(Y )=1&e$(Y+#)=0. Ceci entraine gs exp Y/z
et Y+# est dans le centre de gs exp Y, d’ou Y+# # g } b1 . Il s’ensuit que
s # gB1g&1=s exp( g } b1). Ceci contredit le fait que g  ‘A s exp zG> (B1). On voit
alors gra^ce a (2) et (4.3) que
[( g } {P(u)) } Fg ]&g } : ( gbg
&1)=0.
On peut donc faire la somme dans les formules (3) et (4) sur
Z"‘As exp zG > (B1). On obtient alors:
[({P(u)) } (bP9 Gs, &) |B]
&
: (b)= :
g # Z"‘AG >
s exp z (B1)
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et
({P1 (u)) } (bP1 9
G
s, &) |B1 (b)= :
g # Z"‘AG >
s exp z (B)









comme avant gbg&1=s exp Y, ou Y # g } b1 . Comme on l’a vu plus haut,
on a alors Y # g } b. D’apre s (2), (5.2) et (5.3) on a
[( g } {P(u)) } Fg ]&g } : ( gbg
&1)= :
# # 1g } b
e&\g } P (Y+#)




g } : (Y+#). (7)
On rappelle (voir section 5) que le re seau 1g } b1/1g } b est l’ensemble des
# # 1g } b tels que g } :(#)=0. Si # # 1g } b , #  1g } b1 , un raisonnement
analogue a celui fait pre ce demment montre que Y+# n’est annule par
aucune racine imaginaire pure de 2(zC , g } bC ). Donc la fonction a ( g } P)s 9
z
&
est inde finiment diffe rentiable au voisinage de Y+#. Il s’ensuit que




g } : (Y+#)=0.
La relation (7) s’e crit alors
[( g } {P(u)) } Fg ]&g } : ( gbg
&1)
= :
# # 1g } b1




g } : (Y+#). (8)
On ve rifie facilement que pour tout # # 1g } b1 , (Y+#, g } b, ( g } P)s , g } b1 ,
(g } P1)s) est une donne e de saut pour z. La relation de saut applique e a la





[( g } u) } (a( g } P)s 9
z
&) | g } b)]
&
g } : (Y+#)
=id (Y+#) (cg } :( g } u)) } (a( g } P1 )s 9
z
&) | g } b1 )(Y+#)
ou d(Y+#)=1 ou 2 selon que la reflexion sg } : est re alise e dans ZY+# ou
non. En appliquant (5.2) et en remarquant que {g } P1 (cg } :( g } u)))=
g } {P1 (c:(u)) on peut mettre le second membre de (8) sous la forme
:
# # 1g } b1
id (Y+#) ( g } {P1 (c:(u))) } (e
&\g } P (a( g } P1 )s 9
z
&) | g } b1)(Y+#).
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Supposons que pour tout # # 1g } b1 on ait d(Y+#)=d(b) ou d(b) est la
constante intervenant dans la formulation de I3(G*
t
). Alors compte tenu de
la de finition de F 1g , le second membre de (8) est e gal a




Ceci termine la de monstration du fait que 9 Gs, & ve rifie I3(G*
t
), et donc





Mais il reste a de montrer le lemme suivant:
Lemme 7.2. Soit b une sous-alge bre de Cartan de z. Soit X0 # b et soit
: # 2(zC , bC) une racine imaginaire pure non compacte telle que \: sont
les seules racines de b dans z qui annulent X0 . On suppose de plus que
si ; # 2(gC , bC ) est telle que det(Id&Ad(s exp X0)) |g;C=0, alors ;=\:.
Supposons enfin qu’il existe g # G> & Gs exp X0 qui repre sente la re flexion s: .
Alors g # ZX0. Re ciproquement si g # ZX0 repre sente s: , alors g # Gs exp X0 .
De monstration. Comme s: } X0=X0 , on a g } X0=X0 . Il suffit donc de
montrer que g # Z. On a aussi gs exp X0 g&1=s exp X0 d’ou gsg&1=s et
donc g # Gs. Il suffit donc de montrer que g agit trivialement sur le centre
de z (que l’on note _). Comme : est une racine imaginaire pure, on peut
trouver deux vecteurs radiciels X: # z:C et X&: # z
&:
C tels que X&:=X: et
[X: , X&:]=H: . Comme g repre sente s: , on peut trouver * et + dans C_
tels que
g } X:=*X&: g } X&:=+X:
et comme g } H:=s: H:=&H: , on a *+=1. De plus g } X:=g } X: d’ou
*=+ . Il existe donc X # bI tel que e:(X )=&* et e&:(X )=&+. Posons
y=g exp(&X ). Alors
y } X:=&X&: y } X&:=X: .
On pose b1=ker :Ri (X:&X&:): c’est une sous-alge bre de Cartan de z
et y } Y=Y pour tout Y # b1 . Comme _/b1 , on en de duit que ad y agit
trivialement sur _ et donc g aussi. La re ciproque est triviale.
Revenons a la de monstration de la proposition 7.1. La fonction 9 Gs, & est
un vecteur propre de Z(gC ) pour le caracte re z [ #ga (i&). Ceci de coule
imme diatement de l’expression locale de 9 Gs, & de duite du lemme 5.1 (iii).




(s exp X)=9 z&(X )= :
w # W(z, a)
eiw } &(X )
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pour tout X # a. Comme toutes les sous-alge bres de Cartan de z de ploye es
sont conjugue es sous l’action de Z, on peut e crire 9 Gs, & sous la forme:
9 Gs, &(s exp X )= :
g # N(G>, a)N(Z, a)
f &a( gs exp Xg
&1)
pour tout X # a. Or, si gs exp Xg&1 # A, ne cessairement gsg&1=s car s est
le seul e le ment elliptique de A. Donc pour tout X # a:
9 Gs, &(s exp X )= :
g # N(G> & G s, a)N(Z, a)
f &a(s exp g } X ).
Or W(Z, a)=W(z, a) car Z est dans la classe de HarishChandra et a est
de ploye e. De plus Z(G> & Gs, a)=Z(Z, a) car _/a. On a donc
9 Gs, &(s exp X )= :
w # W(G> & Gs, a)
eiw } &(X ).
Ceci termine la de monstration de la proposition 7.1.
Nous pouvons maintenant e noncer le re sultat suivant:
Proposition 7.3. La fonction & [ 9 Gs, & se prolonge en une fonction
me romorphe sur a*C a valeurs dans I(G*
t
) et holomorphe pour = assez petit
sur l ’ouvert
a*C(=)=[& # a*C ; |Im(&(H:))|<= (\: # 2(gC , aC )].
Pour tout sous-espace de Cartan B de G
*
t
et pour tout u # S(bC ), il existe une
constante C>0 et un entier k tels que
sup
x # Breg
|(u) } 9 Gs, &(x)|C(1+&&&)
k (& # a*).




& [ p(9 Gs, &) est a croissance polynomiale sur a*.




‘A s exp zG > (B){< (sinon 9
G
s, &#0 sur Breg). A la conjugaison par un e le ment
de G> pre s, on peut supposer B/s exp z et s # B. Plac ons nous dans ce cas.
Soit g # ‘As exp zG> (B). Il existe alors Yg # g } b tel que gsg
&1=s exp Yg . Soit C
une composante connexe de b[s] et soit & # a*z&reg(C). L’application
X [ Yg+g } X envoie C dans une composante connexe Ug de ( g } b)[s] .
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Soit xg dans le groupe adjoint de zC tel que xg } ( g } bC )=aC , et soit x # GC
tel que x } bC=aC . On a ainsi pour tout X # b[s]
9 Gs, &(s exp X )= :
g # Z"‘AG>
s exp z (B)
f &g } b
t
( gs exp Xg&1)
= :
g # Z"‘AG>
s exp z (B)
f &g } b
t
(s exp Yg exp g } X )
= :
g # Z"‘AG >
s exp z (B)
f &g } b(Yg+g } X)
= :
g # Z"‘AG >
s exp z (B)
:
{ # W(z, a)
bg } b ({, Ug , &)e
i{ } &(xg } (Yg+g } X))
d’ou
9 Gs, &(s exp X )=
:
w # w(G >, a) _ :g # Z"‘AG>s exp z (B)
:
w&1 x={&1xgg
{ # W(z, a)
bg } b ({, Ug , &)e
i{ } &(xg } Yg )& eiw } &(x } X ).
On pose pour tout & # a*z&reg(C), pour toute composante connexe C de b[s]
a(w, C, &)= :
g # Z"‘AG >
s exp z (B)
:
w&1x={&1xgg
{ # W(z, a)
bg } b({, Ug , &)e
i{ } &(xg } Yg )
On a ainsi pour tout X # C
9 Gs, &(s exp X )= :
w # W(G >, a)
a(w, C, &)eiw } &(x } X)
Il de coule du lemme 5.3 que les a(w, C, &) sont des fonctions me romorphes
de &, holomorphes dans l’ensemble a*z&reg (C). Remarquons tout d’abord
que pour tout x # (G
*
t
)reg , la fonction
& [ 9 Gs, &(x)
est analytique sur a*z&reg(C). Comme (G*
t





identifie ici chaque point x de (G
*
t
)reg a la forme line aire continue
9 [ 9 (x) de I(G
*
t
)), on de duit de [Bour3] 3.3.1(v) que 9 Gs, & est
analytique sur a*z&reg(C).
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Fixons 2+ un syste me de racines positives de 2(z, a). Pour tout : # 2+,
il existe d’apre s le corollaire 5.5 des re els c:, 1 , ..., c:, r: tels que pour tout
sous-espace de Cartan B, pour toute composante connexe O de BI&Reg et






(eic:, j&ei&(h:)) a(w, O, &)











f (&) 9 Gs, &(x)
existe pour tout x re gulier dans G
*
t
. On de finit ainsi une fonction
G>-invariante f (&0) 9 Gs, &0 sur (G*
t














|(u) } ( f (&) 9 Gs, 0& f (&) 9
G
s, &)(x)|=0. (9)
Si (&n)n # N est une suite d’e le ments de a*z&reg(C) qui converge vers &0 , il
de coule de (9) que la suite de fonctions f (&n) 9 Gs, &n est de Cauchy dans
l’espace de Fre chet I(G
*
t
). Elle converge d’apre s (9) vers f (&0) 9s, &0 donc
cette fonction est dans I(G
*
t
). La fonction & [ f (&) 9 Gs, & se prolonge








)$), on voit qu’elle est analytique. Il
s’ensuit que la fonction & [ 9 Gs, & est me romorphe sur a*C .
Il reste a montrer que pour = assez petit cette fonction est holomorphe











(1&e&&(h:)) 9 Gs, &
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est analytique sur cet ouvert. Il s’ensuit que la fonction
& [ ‘
: # 2+
(e(12) &(h:)&e&(12) &(h:)) 9 Gs, &




Pour * # I(G
*
t
)$, la fonction *(6(&) 9 Gs, &) est analytique sur a*C(=) et
ve rifie
*(6(w } &) 9 Gs, w } &)==(w) *(6(&) 9s, &)
pour tout w # W(z, a) car 9 Gs, w } &=9s, & et 6(w } &)==(w) 6(&). Ceci montre
que *(6(&) 9s, &) s’annule le long des hyperplans L:=[& # a*C ; &(h:)=0],
: # 2+. Or ces hyperplans sont pre cisement les ze ros de 6 dans l’ouvert
a*C(=) pour = assez petit et ils sont simples. La fonction & [ 9
G
s, & est alors
faiblement analytique dans cet ouvert donc elle y est analytique d’apre s
[Bour3, 3.3.1.v]. En particulier & [ 9 Gs, & est analytique sur a*.
La deuxie me assertion du lemme provient directement de la construction
de 9 Gs, & et du the ore me 5.6. Ceci termine la de monstration de la proposition.
Nous terminons cette section avec le re sultat suivant, qui est l’analogue




l’on suppose bR/a. On note M=G bR et l’on reprend les notations de
la section 18. On peut alors construire pour tout & # a*reg(C) la fonction
orbitale 9 Ms, & sur M*
t
. Alors




w # W(M> & Ms, a)"W(G > & G s, a)
9 Ms, w } & .
De monstration. La fonction & [ RMG (9
G




) d’apre s le lemme 4.3 et la proposition 7.3. Il est facile de voir, par
un argument classique, que RMG (9
G
s, &) est somme finie de vecteurs propres
de z(mC) correspondants aux caracte res propres z [ #ma(w } i&), w par-
courant un syste me de repre sentants de W(m, a)"W(g, a). Le lemme 5.7
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montre que les deux fonctions orbitales sur M
*
t
du lemme sont e gales
sur Areg . Le the ore me d’unicite 6.2 assure qu’elles sont alors e gales pour
tout v # a*reg(C), c’est donc une e galite de fonctions me romorphes sur a*C .
8. CONSTRUCTION DE FONCTIONS ORBITALES PROPRES.
CAS GE NE RAL




. Elles seront parame tre es par les e le ments de B , pour tout sous-




Soit B un sous-espace de Cartan de G
*
t
, B=BI exp bR et soit L le sous-
groupe de Le vi de type complexe L=G bI. Nous rappelons que L est un
groupe de la classe H posse dant un nombre fini de composantes connexes
et que L>=L & G > est un groupe de la classe de HarishChandra. Notre
but est maintenant de chercher un sous-groupe ferme 0L> de L> tel que
L>= 0L> exp bI et 0L> & exp bI est fini. Les restrictions de } a l et a bI sont
non de ge ne re es. Soit l0 l’orthogonal de bI dans l et soit 0L0 le sous-groupe
analytique de L> engendre par l0 . On a alors
Lemme 8.1. Le sous-groupe 0L0 de L0 est re ductif, ferme dans L0 et dans
la classe de HarishChandra.
De monstration. L’alge bre de Lie l0 est re ductive et on a l1=[l, l]/l0 .
Donc [L0 , L0]=L1/ 0L0 . Soit cl le centre de l. On a l=l0 bI la somme
e tant orthogonale et bI/cl . Soit a l’orthogonal de bI dans cl de sorte
que l=l1 abI . Comme L0 est dans la classe de HarishChandra,
exp cl & L1 est un sous-groupe central fini de L0 . L’application
exp cl_1  L0
est surjective a noyau fini, donc elle est ferme e. Or l’application
exp bI_exp a  exp cl
est aussi surjective et a noyau fini (ceci de coule de la compacite de exp bI ).
On en de duit que.
exp bI_exp a_L1  L0
est aussi surjective, a noyau fini, donc ferme e. Comme 0L0 est l’image
par cette application de exp a_L1 , il est donc ferme dans L0 . Les autres
assertions du lemme sont e videntes.
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Soit K un sous-groupe compact maximal de L> tel que exp bI/K. Soit
t une sous-alge bre de Cartan de k et soit T=N(K, t). Il est bien connu
que T rencontre toutes les composantes connexes de K. Le groupe T est
compact, de composante neutre T0 abe lienne. D’apre s [B4, lemme 7.5.1],
il existe un sous-groupe fini F de T qui rencontre toutes les composantes
connexes de T. Ce sous-groupe F rencontre alors toutes les composantes
connexes de L>. De plus il normalise 0L0 . Posons
0L>=F( 0L0).
C’est un sous-groupe de L> de composante neutre 0L0 et qui rencontre
toutes les composantes connexes de L>. On a donc 0L> exp bI=L>. De plus
exp bI & 0L>=exp bI & 0L0 est un sous-groupe central fini de 0L0 .
Soit f # F. L’e le ment Ad lC f est dans le groupe adjoint de lC puisque L
>
est dans la classe de HarishChandra. Donc AdbI f =IdbI . Il s’ensuit que
0L> est dans la classe de HarishChandra.
Soit s0 # BI . Posons 0L*
t
= 0L>[s0 } ( 0L0)]. Pour tout s # BI & 0L*
t
, la
partie s exp bR est un sous-espace de Cartan de 0L*
t
de ploye . L’ensemble





) pour tout & # (bR)reg (C)* et tout s # BI & 0L*
t
.
Soit h* # B et soit $ # B I et & # (bR)reg (C)* tels que pour tout k # BI et
tout X # bR on ait
h*(k exp X )=$(k) ei&(X ).
Ceci induit un caracte re
$0: exp bI  C_; exp Y [ e+(Y )
pour un certain + # ibI*. On ve rifie facilement gra^ce a l’unicite des fonctions
orbitales 9 0Ls, & que l’on a pour tout z # exp bI &
0L0
9 0Ls, &(z











s # BI & 0L*
t
h*(s) 9 0Ls, & .
Pour tout z # exp bI & 0L0 , pour tout x # 0L*
t
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=L>[s0 .L0]= 0L>[s0 .L0]. Tout x # L*
t
s’e crit x=kx1 avec
x1 # 0L*
t
et k # exp bI . On pose
9 Lh*(x)=$
0(k) 9 0Lh*(x1).




e nonc ons le re sultat suivant qui nous sera utile et dont la de monstration
est analogue a [B4, lemme 7.2]. Les notations sont habituelles.
Lemme 8.2. (i) Si Z est un sous-groupe central fini de G inclus dans G0
et si 9 # I(G
*
t















De plus si 9 est vecteur propre de Z(g
C
) la fonction  l ’est aussi.
(ii) Si G1 et G2 sont deux groupes de la classe H ayant un nombre fini
de composantes connexes et si G >1 et G
>
2 sont respectivement deux sous-
groupes de G1 et G2 dans la classe de HarishChandra ope rant respective-





)2 de finie de la manie re habituelle, si
91 # I((G*
t
)1) et 92 # I((G*)2), on a











)2 . Si de plus 91
et 92 sont propres pour Z((gC)1) et Z((gC)2) respectivement, alors 9192
est un vecteur propre de Z((g1)C (g2)C).
On peut maintenant e noncer le re sultat suivant:




) et ne de pend
pas du choix du sous-groupe F.
(ii) La fonction h* [ 9 Lh* est continue de plus pour $ fixe , la fonction
& [ 9 L($, &) se prolonge en une fonction me romorphe sur (bR)*C , analytique au
voisinage de bR .
(iii) Si ! est un caracte re unitaire de L (c’est-a -dire un homo-
morphisme continu de L dans le groupe des nombres complexes de module 1),
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w # W(M >, B)"W(G >, B)
9 Lw } h* .
De monstration. Comme exp bI est un groupe abe lien compact, on a
(en conside rant l’action par conjugaison usuelle de exp bI sur lui-me^me)
I(exp bI )=C(exp bI ). En particulier $0 # I(exp bI). Donc d’apre s




). Si h*=$ei& la
fonction & [ 9 0L($, &) est me romorphe sur (bR)*C et analytique au voisinage
de bR , comme on le voit gra^ce a la proposition 7.3. On en de duit le re sultat
pour la fonction & [ 9 L($, &) .
Pour prouver l’inde pendance de ces de finitions par rapport au choix du
sous-groupe F, il suffit de le faire pour les valeurs re gulie re de &. Chaque
fonction 9 0Ls, & est un vecteur propre de Z((l0)C) donc 9
0L
h* aussi. Il de coule
aussi du lemme pre ce dent que 9 Lh* est vecteur propre pour Z(lC).
On a pour tout x # B re gulier une e criture de la forme







s # BI & 0L*
t
h*(s) 9 0Ls, &(s0 exp X2).
=$0(exp X1) :
# # exp bI & 0L0
h*(s0 exp #) 9
0L
s0 exp #, &
(s0 exp X2).
Or 9 0Ls0 exp #, &(s0 exp X2){0 si et seulement si ‘A
s0 exp z
0L> (s0 exp bR){< ou
z=ls0 exp #
0
=ls00 , c’est-a -dire qu’il existe g #
0L> tel que
s0 exp # # g[s0 exp bR]=g[s0] exp( g } bR)/s0 exp z.
Comme toutes les sous-alge bres de Cartan de ploye es de ls00 sont conjugue es
sous 0L>, a multiplication a gauche par un e le ment de 0L> pre s, on peut
prendre g # N( 0L>, bR), ce que nous supposerons dore navant. On a alors
s0 exp # # s0 exp bR et en identifiant les parties elliptiques on obtient
s0 exp #=g[s0], d’ou g # N(0L>, BI & 0L*
t
). De plus g[s0]=s0 si et seule-




h*(w } s0) 9
0L
w } s0 , &
(s0 exp X2)
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ou N=(N(0L>, BI & 0L*
t




h*(w } s0) :
{ # W((0L>)w } s0, bR )
ei{ } &(w } X2)
=$0(exp X1) :
w # N
w&1{ } h*(s0) :
{ # W((0L>)w } s0, bR)
eiw&1{ } &(X2)
Or, (N(0L>, BI & 0L*
t
) & N(0L>, bR)) exp bI&N(L>, B) et N((0L>)s0, bR)_
exp bI&N((L>)s0, b). D’ou
9 Lh*(x)=$
0(exp X1) :
w # W(L>, B)
w } h*(s0 exp X2)
= :
w # W(L>, B)
w } h*(x).
D’apre s le the ore me d’unicite , pour & re gulier, la restriction de 9 Lh* a Breg
la de termine comple tement, et comme celle-ci ne de pend pas de F, 9 Lh* non
plus.
La multiplication par une fonction C L>-invariante est un ope rateur
continu de I(L
*
) dans lui-me^me et la multiplication par un de ses
e le ment est une application continue de B dans lui-me^me. Il suffit donc
pour montrer (iii) de montrer que les fonctions h* [ 9 L!h* et h* [ !9
L
h*
co@ ncident sur l’ensemble des e le ments re guliers de B . Or pour h* fixe , les
deux fonctions sont des vecteurs propres de Z(lC) correspondant au me^me
caracte re, et un calcul simple montre qu’elle co@ ncident sur Breg . Le
the ore me d’unicite permet alors de conclure. (iv) de coule directement du
lemme 7.4. Ceci termine la de monstration du lemme.
Soit P un syste me de racines imaginaires positives de 2(gC , bC) et soit
X0 # bI tel que gX0=gbI=l avec de plus :(X0)>0 pour tout : # P. On note
u la sous-alge bre nilpotente de finie gra^ce a X0 comme dans la section 4.
Alors P est l’ensemble des racines imaginaires de bC dans u et pour toute
racine complexe ; de bC dans gC , ou bien ;, ou bien ; est racine de bC
dans u. Posons =G, B=(&1)
(14) |2C(gC , bC)|.
Lemme 8.4. Il existe un e le ment ’u de B tel que
’u bP du==G, B .
De monstration. Si : est une racine complexe de bC dans u, il en est de
me^me de &: . On choisit :1 , ..., :n tels que l’ensemble des racines complexes
de bC dans u soit [:1 , &:1 , ..., :n , &:n ]. Donc pour tout x # Breg
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|(det(Id&Ad x&1) |gC&:j |
det(Id&Ad x&1) |gC&:j
=(&1)n ‘
j=1 } } } n






et comme 2C(gC , bC) a 4n e le ments, ceci prouve le lemme.
Si h* # B , on e crit comme pre ce demment h*=$ei&, $ # B I , & # (bR)*C
et l’on note + la diffe rentielle de $ (on a donc + # ibI*). On rappelle que
l’on a pose &h*&=&+&+&&& et que pour tout z # Z(gC), /h*, P(z)=
{P(#gb(z))(++i&). On de finit pour h*=$e
i& avec & # b*R la fonction










Proposition 8.5. La fonction 9 Gh*, P ve rifie les proprie te s suivantes:
(i) (bP9 Gh*, P)(b)=w # W(G>, B) =1(w) w[h*](b) (b # Breg)
(ii) z } 9 Gh*, P=/h*, P(z) 9
G
h*, P (z # Z(gC))
(iii) pour tout sous-espace de Cartan A de G
*
t
et pour tout u # S(aC),
il existe une constante C>0 et un entrier k tels que pour tout h*=$ei&
avec & # b*R on ait
sup
x # Areg
|(u) } 9 Gh*, P(x)|C(1+&h*&) k
(iv) pour $ fixe , la fonction & [ 9 Gh*, P se prolonge en une fonction
me romorphe sur (bR)*C , analytique au voisinage de b*R ,
(v) elle est inde pendante du choix de u,
(vi) soit M un sous-groupe de Le vi de type re el de G et l ’on reprend








w # N(G >, B)N(M >, B)
9 Mw } h*, w } P .
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De monstration. Calculons 9 Gh*, P(b) pour un e le ment b # Breg . On a:














Or, 9 L’uh* est nulle sur les sous-espaces de Cartan de L*
t
dont la com-
posante de ploye e est de dimension maximale non conjugue s a B. Donc si
(9 L’u h*) | gBg&1 est non nulle, alors il existe l # L
> tel que gBg&1=lBl &1. On
peut donc choisir g # N(G >, B) d’ou
(bP9 Gh*, P)(b)==G, B :








w # N(G>, B)N(L>, B)
=1(w) !w } pP&\P(b)(bP du)(w
&1 } b)
_ :
{ # W(L>, B)
w{ } (’uh*)(b)
= :
w # N(G>, B)N(L>, B)
=1(w) !w } pP&\P ’u(w
&1 } b)&1
_ :




w # W(G >, B)
=1(w) !w } pP&\P (h*)(w
&1 } b)
= :
w # W(G >, B)
=1(w) =1(w) w[h*](b).
Au cours de la de monstration du lemme 8.3, nous avons vu que 9 Lh* est
vecteur propre de Z(lC). Donc comme
z } PGL, u(9
L
’u h*




on en de duit que 9 Gh*, P est vecteur propre de Z(gC). Pour calculer le carac-
te re correspondant, on se sert de (i). On ve rifie alors que c’est z [ /h*, P(z).
Soit A un sous-espace de Cartan de G
*
t
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Or, A se crit A=A1 exp bI avec A1=A & 0L*
t
. D’autre part on peut e crire
u comme une somme finie de termes de la forme vw ou v # S((a1)C) et
w # S((bI)C . L’estimation (2) de coule alors du fait que A1 est un sous-
espace de Cartan de A1=A & 0L*
t
, de la proposition 7.3, et de la de finition
de 9 L’u h* .
La proprie te (iv) est une conse quence de la continuite de l’application
PGL, u . Le me^me argument que celui utilise pour la de monstration du lemme
8.3 montre que 9 Gh*, P est inde pendante du choix de u. Cet argument sert
aussi a montrer (vi), puisque l’on remarque que gra^ce au the ore me
d’unicite , il suffit de ve rifier que les deux membres de l’e galite co@ ncident
sur Breg , ce qui s’e tablit par un calcul simple. Ceci termine la demonstra-
tion de la proposition.
Nous terminons cette section par quelques remarques importantes.
Remarques. (1) Par construction, la restriction de 9 Gh*, P a tout sous-
espace de Cartan de G
*
t
qui n’est pas infe rieur ou e gal a B pour l’ordre de
Hira@ est nulle. On peut donc appliquer le the ore me d’unicite .
(2) Si z # Z(gC), on de finit /~ z, P(h*) :=/h*, P(z), de sorte que:
z } 9h*, P=/~ z, P(h*) 9h*, P .
(3) h* # B , on note g } h* ( g # G >) l’e le ment de gBg&1@ de fini par
g } h*(x)=h*( g&1xg) ( g # G >).
On a alors
9 Gg } h*, g } P=9
G
h*, P .
(4) Pour tout w # W(G >, B) on a
9 Gw[h*], P==1(w) 9
G
h*, P .
Cette dernie re assertion se montre de la manie re suivante. Par continuite ,
il suffit de le montrer lorsque h* est re gulier. La formule (i) de la proposi-
tion pre ce dente montre que ces deux fonctions orbitales propres co@ ncident
sur B. On peut alors conclure gra^ce au the ore me d’unicite . Le point (2) se
montre de la me^me manie re.
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9. FORMULE D’INVERSION
Soit B un sous-espace de Cartan de G
*
t
. Nous allons choisir de manie re
non canonique un sous-ensemble de B indice par les caracte res unitaires
irre ductibles du groupe exp b. Pour cela nous fixons arbitrairement un e le -
ment b0 de BI et nous de finissons l’ensemble B b0u comme le sous-ensemble
des h* # B tels qu’il existe * # b*C tel que pour tout X # b, h*(b0 exp X )=
e*(X ) ou
exp X [ e*(X )
est un caracte re unitaire de exp b (en particulier * # ib*). Pour tout
h* # B b0u , nous notons h * l’e le ment de B
b0
u de fini par h *(b)=h*(b)
&1. Il est
clair que B b0u est isomorphe a l’ensemble des caracte res unitaires de exp b.
Fixons sur B b0u la mesure dh* duale de la mesure dh sur B, c’est-a -dire telle




h *(b) f (h*) dh*.
L’existence d’une telle mesure provient directement de l’existence de la
formule d’inversion de Plancherel pour le groupe abe lien exp b, puisque
gra^ce a la multiplication a gauche par b0 on peut identifier exp b et B. Si











ou (BI@)b0u de signe l’ensemble des $ # BI@ tels que $(b0)=1 et ou l’on identifie
B b0u et (BI@)
b0
u _bR par h*=($, &) si pour tout b # BI et tout X # bR on a
h*(b exp X )=$(b) exp i&(X ).
Reprenons les notations de la section 2. Il est facile de voir que si
F # PWr(B) la fonction /z, P } F appartient aussi a PWr(B).
Pour l’inte gration des fonctions a valeurs dans un espace vectoriel locale-
ment convexe, nous utilisons la terminologie de [Bour2]. Nous avons
besoin d’inte grer des fonctions de finies sur des espaces localement compacts









& Lr (les notations sont celles de
la section 17, on rappelle que l’on avait note Lr l’ensemble des e le ment g
de G tels que | g|r).
On suppose fixe un sous-espace de Cartan B de G
*
t
, un syste me de
racines imaginaires positives P de 2(gC , bC) et l’on suppose de fini l’ensem-
ble B b0u par rapport au choix d’un certain b0 # BI . On a alors:
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Proposition 9.1. Soit r>0 et soit F # PWr(B). Alors
h* [ F(h*) 9 Gh*, P













)r) est continue et pour tout z # Z(gC), on a
z } 9 GF, P=9
G
t/z, P } F, P
.
De monstration. Soit * # I(G
*
t
)$. Il existe alors une semi-norme con-




|*(9 Gh*, P)| p(9
G
h*, P)
donc d’apre s la proposition 8.5 (ii) et la proprie te PW2 de F, on peut
trouver un entier n aussi grand que souhaite et une constante Cn
(de pendante de n) tels que
|*(9h*, P) F(h*)|Cn(1+&h*&)&n (h* # B b0u ).





soit convergente pour tout nn0 .
Comme l’espace I(G
*
) est re flexif (the ore me 4.2) et que la fonction
h* [ 9 Gh*, PF(h*)
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De la me^me fac on que ci-dessus on constate que la fonction h* [
9 L’uh*F(h*) est scalairement inte grable sur B
b0
u et son inte grale que nous

















), on de duit de
[Bour2] chapitre 6.1.1 proposition 1, que





Il suffit donc d’apre s la de finition de l’ope rateur PGL, u de montrer que le
support de 9 LF est dans (L*
t
)r :=[l # L*
t
; |l |r].
Soit x # L
*
t
. On a une e criture du style x=ky avec k # exp bI et y # 0L*
t
(notations de la section pre ce dente). L’e valuation en x est une forme




















s # BI & 0L*
t
’u(s) $(s) F(($, &)) 9
0L
(s, &)( y) d&
=c :
s # BI & 0L*
t









F(($, &)) 9 0L(s, &)( y) d&. (1)




, on voit comme pre ce demment que l’inte grale
|
b*r
,(&) 9 0L(s, &) d&




Supposons que pour une telle fonction ,
9,, s=|
b*r
,(&) 9 0L(s, &) d&
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soit a support dans (0L
*
t
)r . Comme la fonction & [ F($, &) est dans
PWr(s exp bR), on a en particulier pour $ fixe le fait que la fonction
orbitale de finie par
|
b*R
F($, &) 9 0L(s, &) d&
soit a support dans (0L
*
t





converge vers un e le ment de PWr(s exp bR) (on utilise le crite re de Cauchy
dans l’espace de Fre chet PWr(s exp bR)), on en de duit que pour tout






F($, &) 9 0L(s, &) d&
de finit un e le ment de I( 0L
*
t
) a support dans ( 0L
*
t
)r . Comme pour x=ky





Il reste donc a montrer que pour toute fonction , dans PWr(s exp bR) on
a 9,, s a support dans (0L*
t
)r . Il suffit pour cela de montrer que pour tout
sous-espace de Cartan A de 0L
*
t
, la restriction de 9,, s a A est a support
dans Ar :=A & ( 0L*
t
)r . A conjugaison par un e le ment de
0L> pre s, on peut
supposer que aR/bR , sinon, par construction, la restriction de 9,, s a A
est nulle, et il n’y alors rien a de montrer. On note alors M= 0LaR. Comme
dans la section 16 de [R] (ici le groupe 0L remplace le groupe G) on
trouve un sous-groupe ferme M1 de M tel que M&M1_exp aR . On de finit

















w # W((M>)s, bR)"W((0L>)s, bR)
9 Ms, w } & .
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,(&) 9 Ms, & d&
a la me^me proprie te .
Soit b1 le supple mentaire orthogonal de aR dans bR . On identifie respec-
tivement a*R et b1* aux orthogonaux de b1 et aR dans b*R . On a donc pour
tout & # b*R une de composition &=&1+&R avec &1 # b1* et &R # a*R . On a par











,(&1+&R) 9 M1s, &1 e
i&R d&1 d&R
or il est clair que pour tout &$ # b1* fixe , la fonction
&R [ ,(&$+&R) # PWr(s exp ar).
Donc d’apre s le the ore me de PaleyWiener classique sur le groupe exp aR
(voir par exemple [Tr, the ore me 29-1]), la fonction
exp Y [ |
a*R
,(&$+&R) ei&R(Y ) d&R
est dans Cc (exp aR) a support dans (exp aR)r=[exp Y # exp aR ; &Y&r].
Donc comme A & (0L
*
t
)r=AI (exp aR)r le support de la restriction de 9 M,, s
a A est inclus dans Ar . Nous avons donc termine de montrer que 9 GF, P est




L’application F [ 9 GF, P est line aire. Pour montrer sa continuite , il suffit




u # S(aC), il existe une semi-norme continue p sur PWr(B) telle que pour
toute fonction F # PWr(B) on a
sup
x # Areg
|(u) } 9 GF, P(x)| p(F ).
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|F(h*)| q(9 Gh*, P) dh*.




Alors pour tout nn0 (ce n0 e tant celui de fini un peu plus haut, de sorte
que l’inte grale ci-dessous converge), on a
q(9 GF, P)C |
B u
b0
(1+&h*&)&n dh* Sn+k(F )
les semi-normes Sn+k e tant de finies a la section 17 de [R].





me^me, donc la dernie re assertion du lemme provient de [Bour2] 6.1 prop.1
et du (ii) de la proposition 8.5.
Ceci termine la de monstration du lemme 9.1.








w # N(G >, B)N(M >, B)
9 Mw } F, w } P
ou w } F est la fonction de PW(B) de finie par w } F(b*)=F(w&1 } b*).
Ceci de coule directement de 8.5 (vi).









f ( g) dg= :
[A]
1
|W(G >, A)| |Areg |DG(a)|
12 JG >( f )(a) da.
ou la somme est prise sur un syste me de repre sentants des classes de
cojugaisons de sous-espaces de Cartan de G
*
t




)reg dont la restriction a tout sous-espace de Cartan est
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localement sommable, ceci fournit un e le ment %F de I(G*
t
)$ en posant




(%F , )= :
[A]
1
|W(G >, A)| |Areg F(a) (a) da.
Dans la suite, nous dirons qu’un e le ment % de I(G
*
t
)$ est une fonction
localement sommable si elle est obtenue de la sorte, et nous ne dis-
tinguerons plus dans les notations entre F et %F .
Soit A un sous-espace de Cartan de G
*
t
et soit h* # A . Rappelons que










Il de coule de ce qui pre ce de que % Gh*, P est une fonction localement
sommable analytique sur (G
*
t
)reg donne e par
% Gh*, P=|DG( . )|
12 3 Gh*, P .
D’apre s les proprie te s ve rifie es par les 3 Gh*, P , %
G
h*, P ve rifie:




(ii) Pour tout z # Z(gC) on a z } %
G
h*, P=/h*, P(z) %
G
h*, P .
(iii) Pour tout x # Areg , on a
bP(x) % Gh*, P(x)= :
w # W(G>, A)
=1(w) w[h*](x).







|% Gh*, P(x)| (1+|x| )
r<+.
(v) Pour tout w # W(G >, A), % Gw[h*], P==1(w) %
G
h*, P .




(resp. Q) un syste me de racines imaginaires positives de 2(gC , tC) (resp. de
2(gC , bC)). On suppose que T=TI et que B{BI (c’est-a -dire que bR{[0]).
Alors pour tout t # T , pour toute fonction F # PW(B) on a
(% Gt*, P , 9
G
F )=0.
De monstration. Soit un sous-espace de Cartan de G
*
t
. D’apre s la
proposition 8.5 et la propriete (iv) ci-dessus, il existe un entier k et une
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constante C>0 tels que pour tout re el r>0, il existe une constante Cr
telle que




pour tout b* # B b0u et tout x # Areg . La fonction x [ (1+|x| )
&r est
inte grable sur A pour r>dim aR , donc
|
Areg
|% Gt*, P(x) 9
G
b*, Q(x)| dx
est convergente. On pose alors










La fonction b* [ (% Gt*, P , 9
G
b*, Q) est a croissance polynomiale d’apre s (2).
Soit F # PW(B). Alors d’apre s (2) et PW2 de F, pour tout r>0 et pour
tout n # N, il existe une constante Cr, n>0 telle que
|% Gt*, P(x) 9
G








b*, Q(x) F(b*) dx db
est convergente. Gra^ce au the ore me de Fubini, on a





(% Gt*, P , 9
G
b*, Q) F(b*) db*. (3)
Soit z # Z(gC). Pour tout F # PW(B) on a
(z } % Gt*, P , 9
G
F, Q) =/t*, P(z)(%
G
t*, P , 9
G
F, Q)
=(% Gt*, P , z } 9
G
F, Q)
=(% Gt*, P , 9
G
t/z , Q } F, Q
).





t(t*)& /z , Q
t(b*))(% Gt*, P , 9
G
b*, Q) F(b*) db*=0. (4)
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Si F est la transforme e de Fourier d’une fonction de la forme $ f, ou
$ # (BI@)b0u et f # C

c (exp bR), de sorte que F soit a support dans [$ ]_b*R ,
on voit que pour tout $ # (BI@)b0u , pour toute fonction f # C






t(t*)& /z , Q
t(($, &))) (% Gt*, P , 9
G
($, &), Q) f (&) d&=0 (5)
ou f de signe la transforme e de Fourier de f dans bR .
La fonction L: & [ ( /z, P
t(t*)& /z , Q
t(b*)) (% Gt*, P , 9
G
($, &), Q) est a crois-
sance polynomiale et l’espace de PaleyWiener de bR est dense dans




pour toute fonction F de S(bR). Ceci entraine que L(&)=0 pour tout
& # b*R .
Il n’existe qu’un nombre fini de b* # B b0u tel que les caracte res /t*, P et
/b*, Q co@ ncident. Donc sauf pour un nombre fini d’e le ments de B b0u on a
(% Gt*, P , 9
G
b*, Q) =0.
Or comme bR{[0], pour tout $ # (BI@)b0u , la fonction
& [ (% Gt*, P , 9
G
($, &), Q)
est nulle sauf en un nombre fini de points et continue. Elle est donc iden-
tiquement nulle. On a donc d’apre s (3) (% Gt*, P , 9
G
F, Q)=0 pour toute
fonction F # PW(B).
Corollaire 9.4. On reprend les notations du lemme pre ce dent et on
suppose ici que T=TI exp tR ou exp tR est un sous-groupe central de ploye de
G et que B n’est pas conjugue a T sous G >. Alors pour toute fonction
F # PW(B), (% Gt*, P , 9
G
F, Q) =0.
L’hypothe se faite sur T signifie que exp tR est dans la partie vectorielle
du centre de G, et donc G admet une de composition en produit direct
G=G1_exp tR . On pose G >1=G




. Alors TI est
un sous-espace de Cartan elliptique de (G
*
t
)1 et B1 = B & G1 est un
sous-espace de Cartan de (G
*
t
)1 et B=B1 exp tR . Pour t* # T t0u on e crit
t*=t1*ei+, t1* # T1@t0u , et + # t*R . De me^me, pour tout b* # B
b0
u on e crit
b*=b1*e
i&, b1* # B1@
b0
u , et & # t*R . On a d’autre part





i&(Y ), (x # (G
*
t
)1), (Y # tR)
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et par construction de % Gt*, P on a





i+(Y ), (x # (G
*
t
)1), (Y # tR).
Pour f=F1 f , F1 # PW(B1) et f # Cc(exp tR), on a
9 GF, Q=9F1 , Q  f
et






, P , 9
G1
F1 , Q) f (+).
D’apre s le lemme pre ce dent (% G1t*
1
, P , 9
G1
F1 , Q)=0, donc (%
G
t*, P , 9
G
F, Q)=0.
L’espace PW(B1)PW(exp tR) est dense dans PW(B), donc la con-
tinuite de l’application F [ 9 GF, Q montre l’assertion du corollaire.
Soit A un sous-espace de Cartan de G
*
. On fixe un syste me de racines
imaginaires positives P de 2(gC , aC), et l’on note &P l’ensemble des




 P : h* [ %h *, &P()
est dans PW(A). On peut donc d’apre s la proposition 8.5, de finir la fonc-
tion orbitale 9 P , P . Pour w # W(G
>, A) et h* # A , la notation w[h*] ne
rend pas compte de la de pendance en P de cet objet. Comme nous
aurons a conside rer simultane ment P et &P comme syste me de racines
imaginaires positives, nous posons
w[h*]P=w } h* !w\P&\P .
On a alors w[h*]P
t
=w[h ]&P . On de duit alors de la proprie te (v) de % Gh*, P
que
 P(w[h*]P)==1(w)  P(h*). (6)
Pour  # I(G
*
t




de composition du corollaire 4.14.







9 P , P .




). Montrons que pour toute fonction F # PW(A), pour tout
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sous-espace de Cartan B non conjugue a A, pour tout b* # B b0u et pour tout
syste me de racines imaginaires positives Q de 2(gC , bC), on a
(% Gt*, P , 9
G
F, Q) =0.
Soit M=G bR on reprend les notations de la section 16. On a


















Par construction, la restriction de % Gb*, Q a tout sous-espace de Cartan C tel
que [C] n’est pas supe rieur ou e gal a [B] est nulle. Il en est de me^me de
la restriction de 9 GF, P a tout sous-espace de Cartan C tel que [C] n’est pas
infe rieur ou e gal a [A]. On en conclut donc que
(% Gb*, Q , 9
G
F, P)=0
a moins que [B][A] et on peut alors, a la conjugaison par un e le ment
de G > pre s supposer dans ce cas que bR/aR , c’est-a -dire que A/M*
t
.




w # N(G >, A)N(M>, A)
9 Mw } F, w } P
d’ou





w # N(G >, A)N(M>, A)
(% Mb*, Q , 9
M
w } F, w } P)
Comme B est un sous-espace de Cartan tel que exp bR est un sous-groupe
central de ploye de M, et pour tout w # N(G >, B), wAw&1 est un sous-
groupe de Cartan de M non conjugue a B (sinon A et B seraient con-
jugue s). On peut alors appliquer le corollaire 9.4 et conclure que tous les
termes de droite de l’e galite pre ce dente sont nuls, donc
(% Gb*, Q , 9
G
F, P)=0.




)[A]. Il de coule du corollaire 4.14 que [A] est l’unique
e le ment de I(G
*
t
)[A] tel que pour tout h* # A a0u on ait
(% Gh*, &P , 
[A]) =(% Gh*, &P , ).
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Il nous reste donc a prouver que pour tout h0* # A
a0
u on a
% Gh*0 , &P , 1|W(G >, A)| 9 P , P=(% Gh*0, &P , ) = P(h 0*).
L’argument sur les supports utilise plus haut montre que dans la formule
d’inte gration de Weyl, seul la classe de conjugaison du sous-espace de
Cartan A intervient dans le calcul de (% Gh*0 , &P , 9 P , P). En utilisant le fait
que bP .b&P=1 et la formule d’inte gration de Weyl, on obtient
(% Gh*0 , &P , 9 P , P)=
1
|W(G >, A)| |Areg %
G
h*0 , &P
(x) 9 P , P(x) dx
=
1
|W(G >, A)| |Areg b&P(x) %
G
h*0 , &P
(x) bP(x) 9 P , P(x) dx.






w # W(G >, A)
=1(w) w[h*]P (x) dh*
= :




F(h*) =1(w) w[h*]P (x) dh*
= :




F(w&1[h*]P) =1(w) h*(x) dh*.
La dernie re e galite provient du fait que pour toute fonction F # PW(A),




F(h*) w[h*]P (x) dh*=|
A u
a0
F(w&1[h*]P) h*(x) dh*. (7)







h *(x) F(h*) h0*(x) dh* dx=F(h0*)
et comme les mesures dx et dh* sont invariantes par N(G >, A) on en de duit
(7). On a alors en utilisant (6),
bP(x) 9
G
 P , P
(x)=|W(G >, A)| |
A u
a0
 P(h*) h*(x) dh*.
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On obtient donc
(% Gh*0 , &P , 9 P , P)
= :
w # W(G>, A)
=1(w) |
Areg
w&1[h0*]&P (x)  P(h*) h*(x) dh* dx
= :









Pour obtenir la premie re e galite , nous avons effectue le changement de
variable a0 exp X [ a1 exp &X dans l’inte grale sur A. La dernie re e galite
provient du fait que w[h0*]P
t
=w[ h0
t*]&P . Ceci termine de montrer le
the ore me.
Comme conse quence de celui-ci, on a la formule d’inversion:
Corollaire 9.6. Pour tout fonction f # Cc (G*
t
) on a
JG >( f )= :
[A]
1
|W(G >, A)| |A ua0 3
G
h *, &P( f ) 9
G
h*, P dh*.









(*, JG >( f )) = :
[A]
1
|W(G >, A)| |A ua0 3
G
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